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”Celui qui vole 600 dollars a une chance de s’en tirer, mais celui qui vole 600 millions de
dollars, il n’y a que lorsqu’on le croit mort que la police renonce a` le rechercher”
Hans Gruber
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Chapitre 1
Introduction.
Depuis sa de´couverte par von Klitzing en 1980, l’effet Hall quantique constitue un do-
maine d’e´tude reconnu pour sa diversite´ the´orique et expe´rimentale. Cette recherche se situe
au confluent de la physique the´orique des fermions fortement corre´le´s en dimensions D = 2 et
D = 1 et de la physique me´soscopique.
Von Klitzing et al. ont de´couvert que la conductivite´ de Hall mesure´e dans un gaz bidimen-
sionnel d’e´lectrons soumis a` un fort champ magne´tique est quantifie´e en multiples de e2/h. C’est
l’effet Hall entier aux caracte´ristiques particulie`rement remarquables. En effet, la re´sistance de
Hall ne de´pend que des constantes fondamentales e et h et non pas des caracte´ristiques du sys-
te`me dans lequel il se manifeste (constante die´lectrique, taille de l’e´chantillon ), ce qui a ouvert la
voie a` des expe´riences de me´trologie extreˆmement pre´cises. De plus, le courant qui traverse une
barre de Hall est tre`s peu dissipatif. Ces effets e´tonnants s’expliquent tre`s bien par l’existence
de gaps d’e´nergie entre les niveaux de Landau du spectre a` un corps du syste`me et par le roˆle
du de´sordre.
A contrario, l’effet Hall fractionnaire de´couvert par Tsui et Stormer, avec sa conductivite´
quantifie´e en fractions de e2/h est rapidement apparu comme un proble`me a` N corps 1 beaucoup
plus complexe a` interpre´ter et par conse´quent plus fructueux pour la the´orie. L’existence d’un
gap est e´galement essentielle mais il n’est pas de meˆme nature que dans l’effet Hall entier. Dans
ce cas, le gap doit apparaˆıtre comme une conse´quence de l’interaction de Coulomb entre e´lectrons
de´ge´ne´re´s en e´nergie. Au cours des tentatives de re´solution de cette proble´matique complexe,
Laughlin a produit une the´orie tre`s novatrice en e´crivant ab initio une fonction d’onde a` N
corps pour le fondamental du syste`me de fermions fortement corre´le´s. Cette the´orie explique
les proprie´te´s essentielles de l’effet Hall fractionnaire. Elle fait apparaˆıtre l’existence de quasi-
particules de charges fractionnaires et des gaps d’e´nergie associe´s. Il a e´te´ e´galement remarque´
que la diagonalisation exacte de syste`mes de petite taille fournissait une me´thode tre`s efficace
pour la compre´hension de syste`mes macroscopiques.
A la suite de ces travaux fondateurs, de nouveaux concepts ou des ide´es jusque-la` abstraites
ont trouve´ un champ d’application accessible aux expe´riences. On peut ainsi citer la possibilite´
de modifier la statistique des particules en leur attachant des tubes de flux fictifs qui a conduit a`
l’existence d’anyons i.e. de particules de statistique interme´diaire entre fermions et bosons. Cette
spe´cificite´ de la dimension D = 2 est a` la base de la the´orie de champ moyen de Chern-Simons
qui conside`re le fluide de Hall fractionnaire comme un condensat de Bose-Einstein de bosons
composites. A partir des fermions composites, les e´tats hie´rarchiques de l’effet Hall fractionnaire
apparaissent comme des e´tats d’effet Hall entier de ces fermions composites. De nombreuses ano-
malies expe´rimentales aux facteurs de remplissage comme ν = 5/2 ou ν = 3/8, et en particulier
a` ν = 1/2 ont pu aussi eˆtre comprises par ces techniques.
1Le syste`me est dit a` N corps ou en interaction forte lorsque l’e´nergie des interactions n’est pas ne´gligeable
devant l’e´nergie cine´tique. C’est le cas dans l’effet Hall fractionnaire comme nous le verrons au chapitre II.
11
Dans les the´ories pre´ce´dentes, le degre´ de liberte´ de spin a e´te´ ne´glige´ en supposant que les
e´lectrons sont polarise´s de spin, ce qui permet d’expliquer les proprie´te´s essentielles de l’effet
Hall fractionnaire. Dans la re´alite´, l’effet Zeeman n’est pas tre`s important aux valeurs typiques
du champ magne´tique et l’effet du spin est observe´ expe´rimentalement. Ce dernier participe de
la richesse du phe´nome`ne et a conduit a` la the´orie des syste`mes de bilayers en re´gime d’effet
Hall fractionnaire qui fait apparaˆıtre des excitations topologiques : les skyrmions.
Dans l’effet Hall entier, les bords jouent un roˆle fondamental mais correspondent a` des e´tats
a` une particule. Dans le re´gime fractionnaire, les e´lectrons subissent de fortes interactions. Ces
interactions a` l’inte´rieur de l’e´chantillon i.e. loin des bords donnent naissance a` des e´tats de
volume qui sont a` la base des the´ories pre´ce´dentes. L’effet des interactions a` longue distance
sur le bord peut, dans des e´chantillons re´els, donner lieu a` la formation de structures de bandes
qui apparaissent comme une reconstruction du bord par les interactions. Dans les cas ou` ces
structures n’apparaissent pas, le bord du fluide de Hall au remplissage ν = 1/m (m entier
impair), est un syste`me de fermions en interaction en dimension D = 1. L’effet du champ
magne´tique conduit les excitations a` se propager dans un sens unique le long du bord : elles sont
de´crites par la the´orie de Tomonaga-Luttinger chirale. La chiralite´ supprime toute possibilite´
de re´tro-diffusion et les excitations sont cohe´rentes sur des longueurs macroscopiques. Les bords
d’un fluide de Hall constituent ainsi un exemple unique de syste`me de fermions unidimensionnels
quasi-ide´aux en interaction forte.
Les proprie´te´s tre`s spe´cifiques du bord ont provoque´ un grand nombre d’e´tudes expe´rimen-
tales dans les barres de Hall ou` le fluide de Hall est emprisonne´ dans un e´chantillon de forme
rectangulaire. Les deux extre´mite´s de la barre sont ge´ne´ralement connecte´es a` des re´servoirs
e´lectroniques et les e´lectrons de´rivent les long des deux bords longitudinaux, en sens oppose´s,
formant deux liquides de Luttinger chiraux. Les expe´riences de transport par effet tunnel consti-
tuent une manie`re inte´ressante de tester la nature des bords du fluide de Hall et de ve´rifier la
validite´ de la the´orie de Luttinger chirale. Au-dela` de la simple barre de Hall, la ge´ome´trie du
point de contact quantique, ou` les deux bords sont rapproche´s l’un de l’autre en un point unique,
s’est re´ve´le´e tre`s fructueuse pour l’e´tude du transport sur les bords. Elle a permis en particulier
l’e´tude de l’effet tunnel localise´ en un point entre les deux bords, validant la the´orie des liquides
de Luttinger chiraux pour la description des bords aux remplissages ν = 1/m.
Ces dernie`res anne´es, les progre`s des techniques de re´alisation d’e´chantillons ont favorise´
la cre´ation de structures beaucoup plus exotiques dans lesquelles deux bords sont tre`s proches
(se´pare´s de ∼ 100 A˚ sur des distances macroscopiques (∼ 100µm). La pre´sence d’une barrie`re de
potentiel tre`s longue et fine se´parant deux fluides de Hall distincts est la manie`re la plus simple
de re´aliser ces jonctions quantiques e´tendues. Mais, des ge´ome´tries plus e´labore´es permettent que
le facteur de remplissage de chacun des deux fluides de Hall, et que la chiralite´ des bords, soit
choisi inde´pendamment ! Dans ces jonctions quantiques e´tendues, les interactions entre les bords
des deux fluides distincts sont bien plus importantes que dans la ge´ome´trie du point de contact
quantique. L’effet tunnel est susceptible de se produire tout le long de la jonction, et l’interaction
de Coulomb entre les deux bords ne peut pas eˆtre ne´glige´e. Ces structures apparaissent comme
tre`s riches de phe´nome`nes nouveaux tant du point de vue expe´rimental que the´orique.
Au cours de cette the`se, nous avons e´tudie´ certains aspects de ces jonctions quantique e´ten-
dues en re´gime d’effet Hall fractionnaire. Dans une premie`re partie, je re´sumerai les principaux
points the´oriques des e´tats de bord de l’effet Hall quantique fractionnaire. J’exposerai avec soin
la the´orie des liquides de Luttinger chiraux, qui est l’outil the´orique central de ces travaux.
Puis, je de´taillerai, dans une seconde partie, l’e´tude du transport tunnel a` travers une jonction
quantique e´tendue de longueur finie, se´parant deux fluides de Hall a` remplissage ν = 1/m
identiques, lorsque les interactions coulombiennes a` longue distance sont pre´sentes. Je re´aliserai
un calcul perturbatif du courant et du bruit tunnel a` tempe´rature finie, base´ sur la the´orie des
liquides de Luttinger chiraux et de la bosonisation. J’obtiendrai la valeur du courant tunnel et du
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bruit en fonction de la diffe´rence de potentiel applique´e entre les bords, du facteur de remplissage,
de le longueur de la barrie`re et de la tempe´rature. Je discuterai les diffe´rents re´gimes de courant
en fonction des quatre parame`tres pre´ce´dents, et mettrai en e´vidence, outre les non-line´arite´s
typiques du transport dans les liquides de Luttinger, des effets de seuil et des oscillations lie´s au
caracte`re e´tendu de la jonction.
La troisie`me partie sera consacre´e a` l’e´tude des proprie´te´s de transport tunnel d’une jonction
quantique e´tendue dans une ge´ome´trie en coin. Cette ge´ome´trie ou` deux plans e´lectroniques sont
a` 90◦ l’un de l’autre conduit a` la formation d’une jonction quantique e´tendue entre canaux de
bords de deux fluides de Hall de remplissages et de chiralite´s inde´pendants. Je discuterai en
premier lieu la relation de dispersion a` une particule de ce syste`me suivant les chiralite´s relatives
des deux bords. La relation de dispersion conduit a` l’apparition d’un parame`tre supple´mentaire
(l’incommensurabilite´ du syste`me) par rapport a` la jonction quantique e´tendue pre´ce´demment
e´tudie´e. Dans le cas contre-propageant, je calculerai la conductance diffe´rentielle tunnel en l’ab-
sence d’interaction et a` remplissage entier. Je mettrai en e´vidence deux re´gimes distincts de
transport. En pre´sence d’interactions coulombiennes, la me´thode de bosonisation montre que
le syste`me est de´crit par un Hamiltonien de sine-Gordon avec un terme d’incommensurabilite´.
Il apparaˆıt une transition de phase de type commensurable-incommensurable en fonction de
la force des interactions et du parame`tre d’incommensurabilite´. Dans le cas ine´dit de canaux
co-propageant, je montrerai par bosonisation que le syste`me est de´crit par un Hamiltonien de
sine-Gordon chiral. Je calculerai perturbativement le courant tunnel entre les bords en fonction
des facteurs de remplissage distincts des deux bords, de l’interaction de Coulomb a` travers la
jonction et de la longueur de la barrie`re. Je mettrai en e´vidence diffe´rents re´gimes en fonction
des parame`tres pre´ce´dents.
Dans la dernie`re partie, j’e´tudierai la jonction quantique e´tendue du chapitre III dans un
re´gime d’interaction ou` l’intensite´ de l’interaction de Coulomb a` travers la jonction est plus
importante qu’a` l’inte´rieur de chaque fluide de Hall en l’absence d’effet tunnel. Cette situation
correspond simplement au cas ou` la constante die´lectrique de la jonction est plus faible que celle
des gaz d’e´lectrons qui constituent les deux fluides de Hall. J’appliquerai la the´orie 2 + 1 du
champ moyen de Chern-Simons pour de´terminer le profil de densite´ e´lectronique des bords en
fonction de la force des interactions et de l’exce`s de charge au bord. Je re´soudrai nume´riquement
le syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles de Chern-Simons. Je calculerai ensuite par la
me´thode RPA, les excitations e´le´mentaires des bords. Je mettrai en e´vidence une brisure de
syme´trie en fonction de l’intensite´ de l’interaction a` travers la jonction. Lorsque l’interaction est
suffisamment forte, les deux bords sont reconstruits de manie`re dissyme´trique par rapport a` la
barrie`re.
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Chapitre 2
Pre´sentation de l’effet Hall
quantique
L’effet Hall repose sur la dynamique d’e´lectrons bidimensionnels dans un champ magne´tique.
Dans ce chapitre, nous re´sumons quelques proprie´te´s centrales de ces e´lectrons et de l’effet Hall
quantique. Nous pre´sentons en premier lieu les syste`mes d’e´lectrons bidimensionnels puis le
mouvement cyclotron. Des re´sultats expe´rimentaux historiques font ensuite apparaˆıtre l’effet
Hall entier dont nous de´taillerons les proprie´te´s remarquables. Cet effet ne se comprend que
par le traitement quantique du mouvement e´lectronique et nous insisterons sur les proprie´te´s
de transport des bords du syste`me e´lectronique. L’effet Hall fractionnaire se manifeste dans
des expe´riences plus pousse´es et apparaˆıt comme un effet a` N corps dont nous e´nume´rerons
quelques caracte´ristiques. Nous de´taillerons enfin la the´orie des liquides de Tomonaga-Luttinger
chiraux qui de´crit la dynamique au bord du syste`me e´lectronique dans les conditions de l’effet
Hall fractionnaire. Cette the´orie est en effet centrale pour les travaux que nous exposerons aux
chapitres suivants.
2.1 Re´alisation du gaz bidimensionnel d’e´lectrons
Les progre`s re´cents dans le domaine des conducteurs me´soscopiques reposent largement sur
la possibilite´ de re´alisation expe´rimentale de syste`mes e´lectroniques confine´s a` l’interface de deux
semi-conducteurs. Ces syste`mes e´lectroniques bidimensionnels sont les ce´le`bres gaz bidimension-
nels d’e´lectrons (2-DEG).
2.1.1 Inte´reˆt des gaz bidimensionnels
Dans un semi-conducteur massif tridimensionnel non dope´, la concentration en porteurs
libres est tre`s faible (de l’ordre de ne = 10
11/cm3). Ce nombre d’e´lectrons libres peut eˆtre
augmente´ en introduisant des dopants au cours de la croissance du mate´riau, c’est a` dire des
impurete´s (par exemple, le silicium (Si) dans l’Arseniure de Gallium (GaAs)). Ces impurete´s
vont en effet s’ioniser, libe´rant ainsi un e´lectron dans le cas de donneurs (dopage n), ou, au
contraire, en libe´rant un trou pour les accepteurs (dopage p). Cette augmentation du nombre
de porteurs libres contribue a` augmenter la conductivite´ du mate´riau. Toutefois, la conductivite´
meˆme a` basse tempe´rature est limite´e par la diffusion des porteurs libres par ces impurete´s
ionise´es. Le nombre croissant de dopants augmente me´caniquement le nombre de porteurs mais
tout autant celui de centres diffuseurs. La solution des he´te´rojonctions a` modulation de dopage
[1] consiste a` se´parer spatialement les porteurs libres des impurete´s ionise´es, ce qui permet de
re´duire e´norme´ment la diffusion [2, 3]. Lors d’un processus diffusif, le temps de relaxation duˆ aux
de´fauts et aux impurete´s est mesure´ par la mobilite´. En pre´sence d’un champ e´lectrique exte´rieur
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applique´, les e´lectrons acquie`rent en regime stationnaire, une vitesse de de´rive dans la direction
du champ applique´. La mobilite´ est de´finie comme le rapport entre cette vitesse et le champ
e´lectrique. Se´parer les porteurs libres des impurete´s permet donc d’accroˆıtre la mobilite´. C’est
sur ce principe que sont constitue´s les gaz bidimensionnels d’e´lectrons a` partir d’he´te´rojonctions
a` modulation de dopage que nous allons maintenant de´crire.
2.1.2 Rappel sur les semi-conducteurs
On peut re´aliser des syste`mes e´lectroniques bidimensionnels de grande qualite´ en utilisant
du Gallium et de l’Arsenic (Ga trivalent et As pentavalent), ainsi que de l’aluminium (Al,
trivalent). L’Arseniure de Gallium (GaAs) fait partie des compose´s dits ”III-V”. Il est te´travalent
en moyenne et cubique (comme le sulfure de zinc (ZnS)) ; chaque atome de Ga est entoure´ de
quatre voisins d’As. Dans un cristal parfait, la bande de valence est comple`tement remplie
d’e´lectrons et la bande de conduction est comple`tement vide (cf Fig. 2.1). Le potentiel chimique
de ce cristal se trouve entre la bande de valence et de conduction. Le gap d’e´nergie entre ces
bandes est 1.42 eV pour GaAs a` 300K et 1.52 eV a` 2K. Ces gaps d’e´nergie sont beaucoup plus
grands que l’e´nergie thermique kBT a` tempe´rature ambiante (25 meV a` 300K) et ces cristaux se
comportent comme des isolants. Le compose´ AlxGa1−xAs, obtenu en remplac¸ant certains atomes
de Ga par des atomes de Al, posse`de la meˆme structure cristalline, mais il posse`de un gap encore
plus grand (cf Fig. 2.1). Le gap d’e´nergie pour la proportion de Al usuelle x = 0.33 est 1.85 eV
a` 300K et 1.97 eV a` 2K.
Ces compose´s acquie`rent le statut de semi-conducteurs une fois dope´s par des donneurs ou
des accepteurs. Conside´rons d’abord un donneur unique comme un atome de Si. Il va s’ioniser
et libe´rer un e´lectron dans le cristal parfait. Cet e´lectron va donc occuper un e´tat de la bande
de conduction, et il peut se de´placer dans le cristal. Cependant l’atome donneur, prive´ d’un
de ses e´lectrons, est charge´ positivement. L’e´lectron libre est capture´ par l’ion donneur quand
la tempe´rature est suffisamment basse. Ils forment un e´tat lie´ dont l’e´nergie peut eˆtre calcule´e
comme l’e´nergie de liaison de l’e´lectron dans l’atome d’hydroge`ne, avec une masse effective et
une constante die´lectrique relatives a` l’e´lectron dans la bande de conduction. L’e´tat lie´ de plus
basse e´nergie se trouve donc sous la bande de conduction, a` Ed ≈ 20meV de cette bande. A
tempe´rature ambiante, le donneur est donc comple`tement ionise´.
EF
z
E
AlGaAs GaAs
Fig. 2.1 – Niveaux d’e´nergie de l’he´terojonction GaAs/AlxGa1−xAs sans donneur. EF est le
potentiel chimique.
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2.1.3 Croissance des he´te´rostructures
La manie`re la plus commune de re´aliser ces cristaux est la technique dite d’e´pitaxie par
jet mole´culaire (MBE pour molecular-beam epitaxy). Le principe de cette technique consiste a`
envoyer des atomes ou des mole´cules sur un substrat monocristallin chauffe´ a` une tempe´rature
ade´quate (600◦C pour GaAs). Les flux atomiques et mole´culaires sont obtenus a` partir de cellules
d’e´vaporation contenant les mate´riaux tre`s purs. La re´alisation de structures de qualite´ repose
sur la faible diffe´rence de parame`tres de maille entre les cristaux, ce qui est la cas pour GaAs
et AlxGa1−xAs. La croissance du cristal est re´alise´e couche atomique par couche atomique. On
fait d’abord croˆıtre le GaAs sur un substrat de meˆme nature. A un certain point du processus
de croissance, il est possible de modifier la composition de sorte que que l’on passe de GaAs
a` AlxGa1−xAs. Ce type de structure est appele´e une he´te´rojonction. On peut repre´senter le
diagramme de bandes de cette he´te´rojonction sans donneur quand les deux cristaux sont parfaits
(cf. Fig. 2.1).
2.1.4 He´te´rojonction GaAs/AlGaAs
Ce type de structure ne devient inte´ressant qu’a` partir du moment ou` le AlxGa1−xAs est
dope´ avec les donneurs Si. A tempe´rature nulle, l’e´nergie de Fermi dans AlxGa1−xAs se trouve
juste au-dessus des e´tats lie´s des donneurs, qui se trouvent eux-meˆmes au-dessus de la bande
de conduction de GaAs. Il se produit donc un transfert naturel des e´lectrons lie´s aux donneurs
de AlxGa1−xAs vers les niveaux vides de la bande de conduction de GaAs. Ce transfert de
charges produit une polarisation e´lectrique a` travers la jonction : GaAs est charge´ ne´gativement
alors que AlxGa1−xAs est charge´ positivement. Le champ e´lectrique associe´ a` cette polarisation
courbe les niveaux d’e´nergie (cf Fig. 2.2) de la bande de conduction et de valence des deux
cristaux. Cette modification de la structure e´nerge´tique conduit a` l’e´quilibre des populations
e´lectroniques de part et d’autre de la jonction. La structure de bande obtenue est repre´sente´e
a` la Fig. (2.2). On constate que la courbure des niveaux d’e´nergie conduit a` ce que le bas de
EF
z
AlGaAs
E
GaAs
Fig. 2.2 – Niveaux d’e´nergie de l’he´terojonction GaAs/AlxGa1−xAs avec donneurs. La polari-
sation induite courbe les niveaux et cre´e´ la couche d’inversion dans le GaAs ou` sont pie´ge´s les
e´lectrons transfe´re´s. La bande de conduction de GaAs passe en effet sous le niveau de Fermi EF
et cre´e un puit de potentiel triangulaire.
la bande de conduction de GaAs passe sous le niveau de Fermi. Les e´lectrons peuplant cette
partie de la bande de conduction du GaAs se nomment les e´lectrons de la couche ”d’inversion”.
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On peut montrer que le champ e´lectrique a` travers la couche d’inversion est constant et donc
que le potentiel e´lectrique associe´ est line´aire, alors qu’il est extreˆmement e´leve´ du cote´ du
AlxGa1−xAs. Cette caracte´ristique conduit a` un potentiel de confinement triangulaire pour les
e´lectrons de la couche d’inversion. On note z la direction de croissance des cristaux, xy est le plan
perpendiculaire a` z. Le calcul des fonctions d’onde propres de ce puit de potentiel triangulaire
montre que des e´tats lie´s se forment le long de la direction z alors que le mouvement des e´lectrons
est libre dans le plan xy. Dans ce type de structure, la diffe´rence d’e´nergie entre les niveaux des
e´tats lie´s, due au confinement suivant l’axe z, est suffisamment e´leve´e pour que tous les e´lectrons
occupent seulement le niveau le plus bas. Ainsi le mouvement des e´lectrons le long de la direction
z est comple`tement gele´ et les e´lectrons ne se de´placent librement que dans le plan xy. L’e´paisseur
de cette couche e´lectronique, le long de la direction z est typiquement de l’ordre de 100A˚ pour
des e´chantillons dont la taille dans les directions x et y est de l’ordre du µm. On a ainsi re´alise´
un gaz bidimensionnel d’e´lectrons. On peut ainsi re´sumer le principe des he´te´rostructures a`
modulation de dopage : on fait croˆıtre successivement un mate´riau a` grand gap dope´ de type n,
et un mate´riau de gap plus faible non dope´ ; il se cre´e donc a` l’interface de ces deux mate´riaux
un puit de potentiel qui pie`ge les e´lectrons libe´re´s par les dopants localise´s dans le mate´riau de
grand gap. Le type de dopage, ainsi que les types de cristaux utilise´s conduisant a` la formation
du gaz bidimensionnel sont multiples mais le principe ge´ne´ral est celui de´crit ci-dessus. On peut
e´galement fabriquer des he´te´rojonctions de mate´riaux II-VI (CdTe/HgCdTe) ou encore IV-IV
(Si/Ge). Notons enfin qu’historiquement, ce sont les transistors a` effet de champ de type MOS
dans le silicium (Si MOSFET) qui permirent la re´alisation des premiers gaz bidimensionnels
d’e´lectrons.
2.1.5 Proprie´te´s du gaz bidimensionnel obtenu
Dans les he´te´rojonctions GaAs/AlGaAs que nous e´tudions, les e´lectrons bidimensionnels
apparaissent du cote´ du GaAs, et les donneurs charge´s positivement sont localise´s de l’autre
cote´ de la jonction. On a re´ussi a` se´parer spatialement les porteurs libres des impurete´s ionise´es.
L’effet du potentiel ale´atoire des impurete´s sur les e´lectrons est tre`s faible, et on peut ainsi re´aliser
des e´chantillons avec une tre`s grande mobilite´. Dans un semi-conducteur massif tridimensionnel
dope´ de concentration en porteurs de 1017/cm3, la mobilite´ est de l’ordre de 104cm2/Vs. En
revanche, dans un gaz bidimensionnel d’e´lectrons de concentration en porteur de 1012/cm2 sur
une e´paisseur de 100A˚ (ce qui correspond a` une densite´ tridimensionnelle de 1018/cm3), la
mobilite´ est de 106cm2/Vs et peut eˆtre porte´e a` 107cm2/Vs. Notons que la densite´ e´lectronique
est fixe´e automatiquement au moment de la croissance des cristaux. On peut ne´anmoins la
modifier en posant une e´lectrode me´tallique (une grille) pre`s de l’interface. Cela permet de
cre´er un champ e´lectrique perpendiculaire a` la jonction. En faisant varier le potentiel e´lectrique
applique´ a` cette grille, il est possible d’ajuster la densite´ e´lectronique ne dans des proportions
allant de 2×1011/cm2 ou 2×1012/cm2 (densite´ typique de gaz bidimensionnels de GaAs/AlGaAs)
a` des densite´s beaucoup plus faibles (104/cm2).
Dans de telles structures la distance moyenne entre e´lectrons voisins est de l’ordre de 10 nm.
Le nombre d’onde de Fermi est donc de 0.1 nm−1. Cette valeur est ne´gligeable devant la taille
de la zone de Brillouin (≈ 10nm −1) et les e´lectrons occupent le bas de la bande de conduction.
La longueur d’onde des e´lectrons est beaucoup plus grande que la constante de re´seau du semi-
conducteur. Ainsi, le potentiel pe´riodique du cristal est moyenne´ et ne joue pas de roˆle sur la
de´termination des fonctions propres du syste`me. Son effet est comple`tement pris en compte
dans une renormalisation de la masse des e´lectrons. L’influence du potentiel sur la dynamique
des e´lectrons est en effet contenue dans une masse effective m∗e des e´lectrons (m∗e = 0.067me
dans le GaAs). En ne´gligeant l’effet du re´seau cristallin, les gaz bidimensionnels sont conside´re´s
comme isotropes dans le plan xy. Dans l’e´tude de l’effet Hall, les e´lectrons sont conside´rons
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comme polarise´s de spin et il est souvent justifie´ de ne´gliger l’indice de spin dans le traitement
de ce type de phe´nome`ne ; c’est la convention que nous adopterons dans la suite. On peut donc
conside´rer le 2-DEG sous champ magne´tique comme un syste`me isotrope ou` des e´lectrons, dont le
degre´ de liberte´ de spin est gele´, se de´placent dans un plan, sont soumis uniquement a` un potentiel
ale´atoire duˆ aux impurete´s et se repoussent mutuellement par l’interaction coulombienne.
Commenc¸ons maintenant la description de l’effet Hall quantique par l’introduction d’un
champ magne´tique applique´ perpendiculairement au gaz bidimensionnel d’e´lectrons
2.2 Mouvement classique de l’e´lectron
2.2.1 Electron dans un champ magne´tique.
Conside´rons un gaz bidimensionnel d’e´lectrons situe´ dans le plan xy. Un champ magne´tique
est applique´ suivant l’axe z. Les coordonne´es suivant l’axe z de la position r de l’e´lectron et de
sa vitesse v sont nulles. Les coordonne´es du champs magne´tique sont B = (0, 0, B). On note, a`
partir d’ici, m la masse effective de l’e´lectron et qe = −e sa charge, avec e > 0. L’e´lectron est
soumis a` la force de Lorentz et son e´quation du mouvement est donc :
m
d2
dt2
r = qev ×B (2.1)
Cette e´quation de´coule du Lagrangien
L = 1
2
mv2 + qevA (2.2)
avec A le potentiel-vecteur correspondant au champ magne´tique B1. En effet, les e´quations
d’Euler-Lagrange pour la composante x conduisent a`
mx¨ = qevyB (2.3)
En proce´dant de meˆme pour la composante y, on retrouve bien (2.2). On de´duit de ce Lagrangien
le moment canonique p et l’Hamiltonien H :
p =
∂L
∂v
= mv + qeA (2.4)
et
H = 1
2m
(p− qeA)2 (2.5)
A partir de (2.1), il est relativement facile de de´terminer les solutions des e´quations du mouve-
ment. En formant, par exemple, la quantite´ z = x+ iy (a` ne pas confondre avec la coordonne´e
z qui ne joue ici aucun roˆle), le syste`me d’e´quations (2.1) se re´e´crit
z¨ = − iqeB
m
z˙ (2.6)
La solution analytique des e´quations du mouvement s’obtient par inte´gration directe :
z˙ = z˙0e
iωct
z = − iωc z˙0(eiωct − 1) + z0
(2.7)
1La relation ∇×A = B est satisfaite si on se place en particulier dans la jauge de Landau A = (0, Bx, 0).
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avec z˙0 la vitesse initiale, z0 la position initiale et la pulsation cyclotron
2 ωc = |qe|B/m. Le
mouvement classique suit des orbites cyclotrons, dont la trajectoire est un cercle de centre
R = (X,Y, 0) et de rayon r0 = m
√
x˙20 + y˙
2
0/|qe|B. Ces deux parame`tres sont de´termine´s par les
conditions initiales. On peut ainsi exprimer la position et la vitesse de l’e´lectron comme :
r = R + r0(cos(ωct), sin(ωct), 0)
v = r0ωc(− sin(ωct), cos(ωct), 0)
(2.8)
Dans les coordonne´es (ζ, η, 0) relatives au centre de l’orbite cyclotron, la solution devient :
r = (X + ζ, Y + η, 0)
v = ωc(−η, ζ, 0)
(2.9)
On peut e´galement de´terminer les coordonne´es du moment canonique, en choisissant l’expression
du potentiel-vecteur dans la jauge syme´trique A = (−By/2, Bx/2, 0) :
p =
1
2
qeB(−Y + η,X − ζ, 0) (2.10)
L’e´nergie cine´tique est donne´e3 par Ec = 12mω2cr20. On peut enfin utiliser les coordonne´es polaires
pour de´terminer la composante suivant la direction z du moment angulaire L :
Lz =
∂L
∂θ˙
= r× p |z= 1
2
qeB(R
2 − r20) (2.11)
Nous avons ainsi comple`tement de´termine´ la dynamique d’un e´lectron classique bidimensionnel
dans un champ magne´tique perpendiculaire au 2-DEG.
2.2.2 Electron dans un champ magne´tique et e´lectrique.
Nous rajoutons un champ e´lectrique constant et uniforme E dans la direction x, ce qui peut
correspondre, comme nous le verrons plus bas, a` un potentiel de confinement line´aire duˆ aux
bords de l’e´chantillon suivant la direction y. Les coordonne´es du champ e´lectrique sont donc
E = (E, 0, 0). L’e´lectron est maintenant soumis a` la force de Lorentz suivante :
m
d2
dt2
r = qe(E + v ×B) (2.12)
Le traitement similaire a` celui que l’on vient de re´aliser conduit a` l’expression suivante de la
vitesse :
v = (−r0ωc sin(ωct), r0ωc cos(ωct) + v0, 0) (2.13)
avec v0 = −E/B que l’on appelle la vitesse de de´rive. On constate que le mouvement re´sulte de
la superposition du mouvement cyclotron de´crit pre´ce´demment et d’un mouvement de de´rive a`
la vitesse constante v = E×B/B2 perpendiculaire a` la fois au champ magne´tique et au champ
e´lectrique. Cette de´rive a` lieu le long des bords de l’e´chantillon. En effet, en l’absence d’impurete´s,
le potentiel e´lectrostatique que subit l’e´lectron est uniforme au centre de l’e´chantillon et s’incurve
tre`s fortement pour produire les parois de confinement que constituent les bords. Cette variation
spatiale du potentiel U(x, y) est lie´e a` un champ e´lectrique E = −∇(U) perpendiculaire au bord
rectiligne concerne´. Dans notre traitement, ce champs e´lectrique duˆ au bord est dirige´ suivant
la direction x, produisant un mouvement de de´rive suivant la direction y i.e. le long du bord.
On peut observer les orbites cyclotron et les e´tats de bord classiques respectivement au centre
et sur le bord de la barre de Hall de longueur L et de largeur W a` la Fig. (2.3).
2Dans notre traitement qe < 0, la valeur absolue et le signe sont justifie´s.
3En utilisant ζ2 + η2 = r20.
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Fig. 2.3 – Description classique de la barre de Hall : (1) la barre de Hall de longueur L et
de largeur W . On observe les orbites cyclotrons des e´lectrons au centre de l’e´chantillon. Ces
e´lectrons ne se propagent pas. Les bords sont de´finis par un potentiel e´lectrostatique U(x)
auquel est associe´ le champ E qui conduit les e´lectrons a` de´river perpendiculairement a` E et a`
B. Les e´lectrons au bord de l’e´chantillon se propagent. (2) profil de potentiel U(x) des bords de
l’e´chantillon.
2.2.3 Tenseur de conductivite´.
Le champ e´lectrique pre´ce´dent provient donc du potentiel de confinement auquel est soumis
le gaz bidimensionnel aux bords de l’e´chantillon et il est impose´ par l’e´lectrostatique du syste`me.
En revanche, un champ e´lectrique supple´mentaire ajustable est syste´matiquement pre´sent dans
les expe´riences de transport. Conside´rons donc un champ e´lectrique exte´rieur applique´ suivant
la direction y. On peut e´crire la relation entre ce champ e´lectrique et le courant, en introduisant
la densite´ de courant i et le tenseur de conductivite´ σ :
i = σ ·E (2.14)
Les relations entre composantes s’e´crivent :
ix = σxxEx + σxyEy
iy = σyxEx + σyyEy
(2.15)
Compte tenu de l’isotropie du syste`me, nous obtenons les simplifications σxx = σyy et σxy =
−σyx. La premie`re quantite´ est la conductivite´ longitudinale, la seconde est la conductivite´ de
Hall. Les relations (2.15) entre la densite´ de courant et le champ e´lectrique peuvent e´galement
s’exprimer via le tenseur de re´sistivite´, i.e. l’inverse du tenseur de conductivite´ :
Ex = ρxxix + ρxyiy
Ey = ρyxix + ρyyiy
(2.16)
avec la re´sistivite´ longitudinale
ρxx = ρyy =
σxx
σ2xx + σ
2
xy
(2.17)
et la re´sistivite´ de Hall
ρxy = −ρyx = − σxy
σ2xx + σ
2
xy
(2.18)
On peut calculer analytiquement le tenseur de conductivite´ d’un tel syste`me en l’absence de
diffusion par des impurete´s. La densite´ de courant est donne´e par :
i = neqev = (0,−neqeE/B, 0) (2.19)
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A partir de (2.14) on de´duit les composantes σxx = σyy = 0, σxy = −σyx = neqe/B. La
re´sistance de Hall s’en de´duit imme´diatement en prenant l’inverse de la matrice de conductivite´
ρxx = ρyy = 0, ρxy = −ρyx = −B/neqe. La re´sistivite´ longitudinale est donc nulle, et la re´sistivite´
de Hall varie line´airement avec le champ magne´tique applique´ et l’inverse de la densite´.
2.2.4 Mode`le de Drude.
Dans un e´chantillon re´el, le 2-DEG contient des impurete´s et les porteurs sont soumis a` des
processus de diffusion e´lastiques et ine´lastiques. A champ magne´tique de faible intensite´, et en
re´gime stationnaire, le taux auquel les e´lectrons rec¸oivent un moment cine´tique via le champ
exte´rieur, est exactement e´gal au taux auquel ils perdent du moment cine´tique par diffusion par
les impurete´s. [
dp
dt
]
diffusion
=
[
dp
dt
]
champ
(2.20)
En faisant intervenir le temps de relaxation duˆ aux impurete´s τ , les e´quations du mouvement
des e´lectrons en re´gime permanent deviennent
mv
τ
= qe [E + v ×B] (2.21)
Ce syste`me d’e´quations et l’expression i = neqev conduisent a` l’expression de Ex en fonction de
ix et iy.
Ex = m/neτq
2
eix +B/neqeiy (2.22)
Le tenseur de re´sistivite´ est alors
ρxx = ρyy = m/neq
2
eτ
ρxy = −ρyx = B/neqe
(2.23)
Ces deux dernie`res e´quations fournissent les re´sistivite´s de Drude. Ce mode`le simple mais plus
re´aliste que le pre´ce´dent pre´dit donc que la re´sistivite´ longitudinale est constante alors que la
re´sistivite´ de Hall croit line´airement avec le champ magne´tique.
2.2.5 Mesures de conductivite´.
Ces quantite´s jouent un roˆle fondamental dans la de´couverte et l’e´tude de l’effet Hall quan-
tique. Elles sont mesure´es par le dispositif repre´sente´ a` la Fig. (2.4). Le courant I traverse
un e´chantillon rectangulaire et on mesure les diffe´rences de potentiel applique´es VL = VAB et
VH = VAC par les e´lectrodes
4. Notons que dans cette situation le champ e´lectrique exte´rieur est
applique´ suivant les direction x et y, contrairement au traitement pre´ce´dent. Si on suppose que
le courant est uniforme dans la direction x, iy = I/W et ix = 0, ou` W est la largeur de l’e´chan-
tillon. Les composantes du champ e´lectrique sont donne´es par Ey = VAB/L et Ex = VAC/W .
L est la distance entre les e´lectrodes A et B. A partir de la`, il est clair que ρyy = VABW/IL et
ρxy = VAC/I = RH . Remarquons que la re´sistivite´ de Hall est identique a` la re´sistance de Hall
VAC/I et qu’elle est inde´pendante des dimensions de l’e´chantillon. On peut maintenant mesurer
le tenseur de conductivite´ d’un tel syste`me en l’absence de diffusion par des impurete´s. Dans
la pratique, ces relations sont e´galement utilise´es pour caracte´riser la densite´ de porteur ne de
l’e´chantillon conside´re´ en mesurant la re´sistance de Hall a` champ magne´tique donne´.
4qeVAB = µB − µA et qeVAC = µC − µA
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Fig. 2.4 – Barre de Hall et e´lectrodes pour mesurer le tenseur de re´sistivite´.
2.3 Effet Hall quantique entier
2.3.1 Mise en e´vidence expe´rimentale
D’apre`s la the´orie de Drude qui semble re´aliste au niveau classique, les re´sistivite´s longitu-
dinale et de Hall sont donne´es respectivement par ρxx = ρyy = m/neq
2
eτ , ρxy = −ρyx = B/neqe
dans un champ magne´tique faible. La re´sistivite´ de Hall de´croˆıt donc de manie`re inversement
proportionnelle a` la densite´ e´lectronique, et elle ne de´pend pas du temps de relaxation τ lie´ aux
impurete´s. Expe´rimentalement, a` champs magne´tique faible, la re´sistivite´ diagonale est effec-
tivement approximativement constante et la re´sistivite´ de Hall augmente line´airement avec le
champ. Le comportement re´el en re´gime de champ magne´tique fort est toutefois bien diffe´rent.
Nous voyons a` la Fig. (2.5), les re´sultats de l’expe´rience de Wakabayashi et al. en 1978 [4]. Ils
Fig. 2.5 – Conductivite´s longitudinale et de Hall en fonction de la tension de grille, donc de
la densite´ e´lectronique. Il apparaˆıt des re´gions ou` la conductivite´ longitudinale σxx est tre`s
fortement re´duite, simultane´ment la conductivite´ de Hall σxy s’approche de ne|qe|/B.
ont mesure´s les conductivite´ σxx et σxy dans un e´chantillon de Si-MOS. Ces re´sultats montrent
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qu’il existe des re´gions ou` la conductivite´ diagonale devient tre`s faible ; alors que simultane´ment,
la conductivite´ de Hall se rapproche de ne|qe|/B, c’est a` dire l’inverse de ρxy dans la the´orie de
Drude.
Par ailleurs, von Klitzing et al ont re´alise´ des mesures tre`s pre´cises du tenseur de re´sistivite´
dans un e´chantillon de Si-MOS en 1980 [5]. Ils ont obtenu les re´sultats des Fig. (2.6), (2.7). Ici, le
champ magne´tique est maintenu constant alors que la densite´ e´lectronique varie par application
d’un potentiel e´lectrostatique via une grille pose´e sur l’e´chantillon. Ils mettent en e´vidence
deux caracte´ristiques majeures. D’une part, la re´sistivite´ longitudinale oscille fortement avec des
minima quasi-nuls (cf. Fig. 2.6) alors que des plateaux apparaissent dans la re´sistivite´ de Hall
qui reste alors constante quand la densite´ varie (cf. Fig. 2.7). Ces re´gions de plateaux coı¨ncident
Fig. 2.6 – Re´sistivite´ longitudinale ρxx en fonction du potentiel de grille, et donc de la densite´
e´lectronique. On observe l’oscillation de la re´sistivite´ jusqu’a` l’annulation.
avec l’annulation de la re´sistivite´ longitudinale. Les oscillations de la re´sistivite´ longitudinale
sont des oscillations de Shubnikov-deHaas. D’autre part, la valeur de la re´sistivite´ de Hall dans
la re´gion des plateaux est exactement donne´e par h/e2 divise´ par un entier (cf. Fig. 2.7). Cela
signifie que la conductivite´ de Hall σxy est quantifie´ en multiple de ce que l’on appelle le quantum
de conductance e2/h. Cet effet est, a` ce titre, qualifie´ d’effet Hall quantique entier (EHQE).
Fig. 2.7 – Re´sistivite´ de Hall ρxy en fonction du potentiel de grille, et donc de la densite´
e´lectronique. On observe la formation d’un plateau aux valeurs de tension de grille correspondant
a` l’annulation de ρxx. La valeur de la re´sistivite´ de Hall a` ce plateau est ρxy ≈ h/4e2 (h/e2 =
25812Ω).
Il est important de souligner que la de´couverte de la quantification de la conductivite´ de
Hall a ouvert la voie a` des mesures extreˆmement pre´cises de la valeur de la constante physique
e2/h. La valeur obtenue a` partir des plateaux de´couverts par von Klitzing coı¨ncide avec la valeur
de e2/h, obtenue de manie`re inde´pendante avec une pre´cision de cinq chiffres significatifs. Les
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raisons qui expliquent une telle particularite´ tiennent a` la bidimensionnalite´ du syste`me. Comme
on l’a vu pre´ce´demment, dans ce type de syste`me ρxy = RH ; pour obtenir la re´sistivite´ de Hall,
il suffit de mesurer pre´cise´ment la diffe´rence de potentiel applique´ et le courant mais pas les
dimensions de l’e´chantillon, comme c’est souvent la cas dans les expe´riences de me´trologie. De
plus, comme σxx et ρxx s’annulent au niveau des plateaux, il n’est pas ne´cessaire de positionner
les e´lectrodes A et C perpendiculairement au courant. Sans ces deux caracte´ristiques la mesure
pre´cise de l’effet Hall serait presque impossible. Il a vite e´te´ montre´ que ces caracte´ristiques se
retrouvaient dans d’autres syste`mes et en particulier dans les he´te´rojonctions de GaAs/AlGaAs.
Dans la plupart des expe´riences re´alise´es a` partir de ces he´te´rojonctions, la densite´ e´lectronique
est maintenue constante et les grandeurs σxy et ρxy sont mesure´es dans un champ magne´tique
variable. Les plateaux se forment presque exclusivement dans la re´gion de fort champ ce qui
donne des courbes expe´rimentales comme montre´es a` la Fig. (2.8). On voit sur ces re´sultats que
ρxy pre´sente un profil en marche d’escalier. On constate que la conductivite´ de Hall a` tempe´rature
tre`s faible est quantifie´e en multiple de e2/h, et la re´sistivite´ diagonale s’annule dans la zone des
plateaux. En re´alisant des mesures beaucoup plus pre´cises, les caracte´ristiques suivantes ont e´te´
mises en e´vidence. Les diffe´rences de valeur entre diffe´rents e´chantillons, entre diffe´rent types de
substrat (Si MOSFET ou he´te´rojonctions a` base de GaAs), et les diffe´rences entre les plateaux
sont infe´rieures a` 10−10 de la valeur quantifie´e des plateaux.
Fig. 2.8 – La re´sistivite´ de Hall varie par plateaux avec le champ magne´tique, elle est quantifie´e
en h/ie2 avec i entier. La re´sistivite´ longitudinale est a` peu pre`s constante a` champ faible, elle
oscille fortement a` fort champ (SdH), ses minima sont quasi-nuls et coincident avec les plateaux
de la re´sistance de Hall.
2.3.2 Spe´cificite´ de l’effet Hall
Par ailleurs, on peut comparer la valeur absolue de la re´sistivite´ de Hall avec une re´sistance
e´talon. Un certain nombre de laboratoires conservent en effet ces re´sistances e´talon . La me´thode
la plus fiable pour calibrer une re´sistance est la me´thode dite de ”cross-capacitor”. La capacite´
d’un condensateur peut eˆtre de´termine´e par la mesure de ses dimensions ge´ome´triques. L’impe´-
dance en re´gime alternatif (AC) d’un condensateur est homoge`ne a` une re´sistance, on peut donc
l’utiliser pour calibrer le quantum de re´sistance. Cette me´thode ne permet la calibration qu’a` une
pre´cision relative de 10−8. Par conse´quent, on ne peut pas de´terminer la valeur de e2/h par effet
Hall avec une pre´cision supe´rieure a` cette valeur. La valeur RK = RK−90 = 25812.807Ω ' h/e2
est la valeur officielle de la re´sistance quantifie´e de Hall, proˆne´e par l”International Metrology
Commitee” en 1988 et de´termine´e par la me´thode capacitive pre´ce´dente. Sur la Fig. (2.9), on
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Fig. 2.9 – Diffe´rences de mesures de la re´sistivite´ de Hall par rapport a` RK−90 = 25812.807Ω
et normalise´e par RK−90
peut voir les e´carts a` cette valeur, mesure´s par effet Hall [6]. RK(NPL) est la valeur obtenue
par ”National Physical Laboratory ” en Grande-Bretagne, RK(NIST ) est la valeur obtenue par
le ”National Institute of Standards and Technology et RK(NML) est la valeur obtenue par le
”National Measurement Laboratory” en Australie. On y voit e´galement la valeurs de h/e2 de´-
duite de la constante de structure fine α = e2/ch, α(ae). Ce graphique montre clairement les
limites dans la de´termination de h/e2 par effet Hall. Ainsi, actuellement on conside`re la valeur
RK = RK−90 comme e´tant le quantum h/e2.
2.4 Mouvement quantique de l’e´lectron
Les re´sultats expe´rimentaux concernant la conductance de Hall indiquent clairement que
le traitement classique du mouvement de l’e´lectron est insuffisant pour de´crire la richesse du
phe´nome`ne. Il est ne´cessaire de proce´der a` la re´solution quantique du proble`me.
2.4.1 Hamiltonien quantique et relations de commutation.
Nous commenc¸ons par traiter la situation ou` aucun champ e´lectrique exte´rieur n’est applique´.
Le syste`me est alors isotrope. Cette situation correspond au syste`me d’e´lectrons dans le 2-DEG
loin des parois de confinement de l’e´chantillon qui bordent le gaz. Les e´lectrons sont alors dans le
volume par opposition au bord. L’Hamiltonien quantique a` une particule H est obtenu a` partir
de celui de la me´canique classique (2.4) :
H = 1
2m
(p− qeA(r))2 (2.24)
Ici, r est l’ope´rateur de position et p est l’ope´rateur de moment canonique. Ils ve´rifient les re-
lations de commutations canoniques [pµ, rν ] = −ih¯δµ,ν avec µ, ν = x, y, z. C’est la pre´sence de
l’ope´rateur vecteur-potentiel A(r) qui empeˆche le moment canonique de commuter avec l’Hamil-
tonien 5. Comme dans le cas classique, l’ope´rateur moment canonique p n’est pas proportionnel
a` l’ope´rateur vitesse v. D’apre`s l’e´quation de Heisenberg
v = (i/h¯)[H, r] = (1/m)(p − qeA) (2.25)
5Dans la jauge syme´trique A = (−By/2, Bx/2, 0) on obtient [px, Ay] = B/2[px, x] et [py, Ax] = −B/2[py, y].
Les relations de commutation sont alors [pµ, Aν ] = −ih¯B/2µ,ν .
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Introduisons a` pre´sent l’ope´rateur moment dynamique −→pi = mv = p−qeA. Il obe´it aux relations
de commutations suivantes :
[piµ, piν ] = ih¯qeBµ,ν = −i h¯
2
l2
µ,ν (2.26)
avec la longueur magne´tique6 l =
√
h¯/|qe|B. µ,ν est le tenseur comple`tement anti-syme´trique
de Levi-Civita avec µ, ν = x, y et x,y = 1. Ce moment dynamique −→pi ne commute pas non plus
avec l’Hamiltonien H.
2.4.2 Niveaux de Landau
L’Hamiltonien (2.24) s’exprime donc seulement en fonction du moment dynamique :
H = 1
2m
−→pi 2 (2.27)
Il est plus commode de conside´rer, au lieu de l’habituelle paire d’ope´rateurs canoniques (r,p), la
paire correctement normalise´e (pix, piy). En effet, la relation de commutation [piµ, piν ] = −i h¯2/l2µ,ν
autorise le choix de ces ope´rateurs canoniques. L’Hamiltonien s’exprime donc comme une com-
binaison line´aire de pi2x et de pi
2
y , ce qui lui confe`re la meˆme structure alge´brique qu’un oscillateur
harmonique unidimensionnel. On s’inspire alors du traitement de ce proble`me classique en in-
troduisant les ope´rateurs cre´ation-annihilation a† et a qui ve´rifient [a, a†] = 1 et
a = l√
2h¯
(pix − ipiy)
a† = l√
2h¯
(pix + ipiy)
(2.28)
L’Hamiltonien devient alors :
H = h¯ωc
(
a†a+
1
2
)
(2.29)
Comme dans l’oscillateur harmonique, les valeurs des e´nergies propres  sont discre`tes et sont
indice´es par un entier n
n = h¯ωc(n+ 1/2) (2.30)
Ces e´tats d’e´nergie discre`te sont appele´s les niveaux de Landau (cf. Fig. 2.10) pour les e´lectrons
du volume i.e. loin des bords de l’e´chantillon. Ces e´tats sont spatialement de´ge´ne´re´s en e´nergie.
Pour s’en rendre compte, introduisons les ope´rateurs X et Y de coordonne´es du centre de l’orbite
cyclotron, par analogie au cas classique.
2.4.3 Pseudo-moment
Les coordonne´es du centre de l’orbite cyclotron sont de´finies par les relations :
r = (X +
l2
h¯
piy, Y − l
2
h¯
pix, 0) (2.31)
Les ope´rateurs X et Y obe´issent aux relations de commutations7 [X,Y ] = il2 . En l’absence
de champ magne´tique, l’ope´rateur de moment p est le ge´ne´rateur des translations. L’ope´rateur
de translation commute avec l’Hamiltonien, il est donc e´vident qu’en pre´sence d’un champ ma-
gne´tique exte´rieur le moment canonique p n’est plus ge´ne´rateur des translations, alors que le
6Dans notre traitement qe < 0, la valeur absolue et le signe se justifient alors dans (2.26)
7En effet, (X,Y, 0) = (x− l
2
h¯
piy, y +
l2
h¯
pix, 0) et on remarque que [piµ, rν ] = [pµ, rν ].
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Fig. 2.10 – Niveaux de Landau. Au centre de la figure, les niveaux correspondent a` la situation
sans champ exte´rieur i.e. sans potentiel de confinement. On est alors dans le volume. Sur les
cote´s, le potentiel de confinement parabolique courbe les niveaux, qu’occupent alors les e´tats de
bord.
syste`me est invariant par translation. Le moment dynamique −→pi introduit pre´ce´demment ne
peut pas non plus engendrer les translations car il ne commute pas avec l’Hamiltonien (2.27).
Le ge´ne´rateur des translations convenable est appele´ le pseudo-moment K :
K = p− qeA + qeB× r (2.32)
Cet ope´rateur commute avec pi = p− qeA, et donc avec l’Hamiltonien ( 2.24) 8. Les ope´rateurs
X et Y sont relie´s aux ope´rateurs de pseudo-moment Kx = −qeBY et Ky = qeBX, et donc
commutent avec pi. En conse´quence, ils commutent e´galement avec l’Hamiltonien et les niveaux
de Landau sont de´ge´ne´re´s par rapport a` la liberte´ de choix de X et de Y .
2.4.4 Etats de´ge´ne´re´s dans le plan
Nous pouvons maintenant e´tudier plus en de´tails la liberte´ de choix de X et Y . Compte tenu
de l’isotropie du syste`me, nous choisissons pour cela la jauge syme´trique A = (−By/2, Bx/2, 0),
l’ope´rateur de moment angulaire suivant z s’exprime alors de la manie`re suivante :
Lz =
l2
2h¯
(pi2x + pi
2
y)−
h¯
2l2
(X2 + Y 2) (2.33)
Notons que ces re´sultats sont cohe´rents avec ceux trouve´s lors du traitement classique (2.11)
avec R2 = X2 +Y 2 et r20 = (l
2/h¯)2(pi2x+pi
2
y). Ce terme est proportionnel a` l’e´nergie cine´tique, i.e
a` l’Hamiltonien et l’autre s’exprime en fonction de X et Y . Comme Lz commute avec l’Hamilto-
nien, ses valeurs propres peuvent eˆtre utilise´es pour indicer les e´tats de´ge´ne´re´s d’un meˆme niveau
de Landau et obtenir des fonctions d’onde propres de l’Hamiltonien et du moment cine´tique.
Introduisons les ope´rateurs cre´ation-annihilation b† et b avec [b, b†] = 1 :
b = 1√
2l
(X + iY )
b† = 1√
2l
(X − iY )
(2.34)
8Comme Kx ≡ pix − (qeB)y = pix + (h¯/l2)y et Ky ≡ piy − (h¯/l2)x, on obtient [Kx, pix] = 0 et [Kx, piy] =
−ih¯qeB + ih¯qeB = 0.
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De`s lors, nous obtenons :
Lz = h¯(a
†a− b†b) (2.35)
On en conclut qu’un e´tat e´lectronique est de´crit par un ket |n,m〉 avec n,m ≥ 0. Il s’agit d’un
vecteur propre de a†a et b†b9 :
a†a|n,m〉 = n|n,m〉
b†b|n,m〉 = m|n,m〉
(2.36)
Les valeurs propres de Lz sont h¯(n − m). Revenons a` l’expression des ope´rateurs cre´ation-
annihilation en fonction de ope´rateurs coordonne´es de r.
a = 1√
2l
[
− i2(x− iy)− il2( ∂∂x − i
∂
∂y )
]
b = 1√
2l
[
1
2(x+ iy) + l
2( ∂
∂x
+ i ∂
∂y
)
] (2.37)
La fonction d’onde |0, 0〉 du fondamental en repre´sentation de coordonne´es ψ0,0(r) = 〈r|0, 0〉 est
obtenue en re´solvant l’e´quation a|0, 0〉 = b|0, 0〉 = 0. On peut utiliser les coordonne´es complexes
z = (x− iy)/l et z∗ = (x+ iy)/l.
ψ0,0(r) =
1√
2pil
e−|z|
2/4 =
1√
2pil
e−r
2/4l2 (2.38)
On de´termine les fonctions d’onde des autres e´tats par :
ψn,m(r) =
(a†)n√
n!
(b†)m√
m!
ψ0,0(r) (2.39)
Ainsi, les e´tats propres de l’Hamiltonien et du moment cine´tique s’expriment par des polynoˆmes
de Laguerre. Ces e´tats a` une particule de´crivent des e´lectrons de volume pour lesquels nous
pouvons calculer la moyenne d’observables inte´ressantes.
2.4.5 Localisation des e´lectrons
Nous nous restreignons aux fonctions d’onde du niveau de Landau le plus bas :
ψ0,m(r) =
1√
2pi2mm!l
zme−|z|
2/4 =
1√
2pi2mm!l
(
x− iy
l
)m
e−r
2/4l2 (2.40)
Cette fonction d’onde repre´sente un e´lectron localise´ sur une couronne comme le montre la Fig.
(2.11). Le maximum de densite´ de probabilite´ de |ψ0,m(r)|2 se trouve sur une couronne centre´e
sur l’origine, de rayon
√
2ml ; l’extension radiale de la fonction d’onde est de l’ordre de l. La
valeur moyenne de r2 est 〈0,m|r2|0,m〉 = 2(m + 1)l2. Il est important de ne pas confondre le
cercle en question avec l’orbite cyclotron classique. En effet, les calculs de moment angulaire
et d’e´nergie montrent clairement que le rayon cyclotron pour le premier niveau de Landau est
l. L’e´tat |0,m〉 est une combinaison line´aire de diffe´rentes orbites cyclotron de rayon l et dont
les centres sont place´s sur un cercle de rayon
√
2ml (cf. Fig. 2.12). Conside´rons maintenant un
syste`me de forme circulaire d’aire S = piR2, les e´tats pour lesquels 2ml2 > R2 peuvent eˆtre
ne´glige´s. Ainsi, le nombre total d’e´tats a` un e´lectron dans le premier niveau de Landau est
S/2pil2. Autrement dit, il y a un e´tat e´lectronique par unite´ d’aire 2pil2. Ceci est e´galement vrai
pour les niveaux de Landau supe´rieurs ; dans un syste`me d’aire S, chaque niveau de Landau a`
9m est ici la valeur propre de Lz et n’a rien a` voir avec une masse.
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Fig. 2.11 – Densite´ de probabilite´ |ψ0,m(r)|2 pour m = 16
une de´ge´ne´rescence de S/2pil2. Le flux magne´tique qui passe a` travers l’aire e´le´mentaire 2pil2,
occupe´e par un e´lectron10, est 2pil2B = h/|qe| = φ0. On peut donc associer un quantum de
flux φ0 a` un e´tat e´lectronique pour chaque niveau de Landau. Notons une caracte´ristique tre`s
Fig. 2.12 – Image classique associe´e a` 2.11
spe´cifique des fonctions d’onde du niveau de Landau le plus bas. La repre´sentation en notation
complexe ( 2.40) est en effet compose´e d’un monoˆme en z a` la puissance m et d’une composante
exponentielle inde´pendante de m. Toutes les fonctions d’onde de ce niveau e´tant de´ge´ne´re´es,
10Nous avons suppose´ que les e´lectrons sont polarise´s de spin. C’est la raison pour laquelle chaque e´tat est
associe´ a` un e´lectron.
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n’importe quelle combinaison de ces fonctions d’onde est encore une fonctions propre de H a` la
meˆme e´nergie propre. Ainsi, la fonction d’onde suivante est une fonction propre du niveau de
Landau le plus bas
ψ(r) = f(z)e−|z|
2/4 (2.41)
avec f(z) un polynoˆme arbitraire en z. La seule restriction tient au fait que le syste`me e´tant de
taille finie, le degre´ M du polynoˆme f(z) est contraint par la relation M ≤ R2/2l2.
2.5 Electrons quantiques dans un champ exte´rieur
2.5.1 Champ e´lectrique uniforme
Etudions maintenant les fonctions propres du proble`me pre´ce`dent auquel on ajoute un champ
e´lectrique uniforme E = (E, 0, 0) le long de l’axe x. Le traitement via le moment angulaire n’est
plus possible dans la mesure ou` celui-ci n’est plus conserve´. Le choix de la jauge syme´trique
n’est alors pas judicieux. Le syste`me est invariant par translation suivant l’axe y, on peut donc
choisir plutoˆt la jauge de Landau A = (0, Bx, 0) et l’Hamiltonien devient
H = 1
2m
(
pi2x + (pix − qeBx)2
)
− qeEx (2.42)
Le dernier terme est le potentiel e´lectrique auquel est soumis l’e´lectron dans le champ E. L’in-
variance par translation assure que le moment suivant la direction y est conserve´ dans cette
jauge, il est alors possible de chercher des fonctions propres sous forme d’une onde plane et
d’une fonction χ de variables se´pare´es :
ψ(r) =
1√
L
eikyyχ(x) (2.43)
La fonction χ(x) obe´it a` l’e´quation de Schrodinger re´duite[
1
2m
(
pi2x + (h¯ky − qeBx)2)
)
− qeEx
]
χ(x) = χ(x) (2.44)
ici L est la longueur du syste`me suivant l’axe y et  est l’e´nergie propre. En introduisant la
coordonne´e du centre de l’orbite cyclotron Xk = −kyl2 + eEml4/h¯2 = (h¯ky +mE/B)/qeB :[
1
2m
pi2x +
mω2c
2
(x−Xk)2
]
χ(x) =
[
+ qeEXk − m
2
(
E
B
)2]
χ(x) (2.45)
Une fois encore, nous reconnaissons l’e´quation de Schrodinger de l’oscillateur harmonique, dont
le potentiel est centre´ sur la position Xk. Il est crucial de noter que le centre du potentiel est
une fonction line´aire en ky. Les fonctions propres χ s’e´crivent a` l’aide des polynoˆmes de Hermite
Hn(x) = (−1)n exp(x2) d
n
dxn
exp(−x2) :
χn(x) =
(
1√
pi
)1/4 ( 1
2nn!l
)1/2
e−(x−Xk)
2/2l2Hn(
x−Xk
l
) (2.46)
La valeur propre de cet e´tat est :
n = h¯ωc(n+
1
2
)− qeEXk + m
2
(
E
B
)2
(2.47)
Les niveaux de Landau apparaissent comme pre´ce´demment avec des termes supple´mentaires. Le
terme proportionnel a` Xk courbe les niveaux dans un diagramme d’e´nergie propre en fonction
du centre de l’orbite cyclotron (cf Fig. 2.10). Ces e´tats e´lectroniques dus a` un champ e´lectrique
exte´rieur sont les e´tats de bord. Pour ces e´tats, la de´ge´ne´rescence en e´nergie des e´tats de volume
est donc leve´e et on peut les indicer par la valeur propre de Xk.
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2.5.2 De´localisation des e´lectrons
La fonction d’onde propre totale ψn(r) =
1√
L
eikyyχn(x) est localise´e sur la distance
√
2n+ 1l
suivant la direction x. Elle est en revanche de´localise´e suivant la direction y i.e. le long d’une
e´quipotentielle du champ e´lectrique. La valeur moyenne des ope´rateurs de vitesse dans cet e´tat
est :
〈ψ|vx|ψ〉 = 〈ψ|pix
m
|ψ〉 = 0 (2.48)
et
〈ψ(x, y)|vy |ψ(x, y)〉 = 〈ψ(x, y)|piy − qeBxm |ψ(x, y)〉
= 〈χ(x)|qeB(X − x)m |χ(x)〉
= 1qeB
〈χ(x)|∂Hx∂X |χ(x)〉
= 1qeB
∂(X)
∂X
(2.49)
Compte tenu du choix de champ e´lectrique, on obtient une vitesse suivant la direction y
〈ψ|vy |ψ〉 = −E
B
(2.50)
Ainsi les e´lectrons de´rivent perpendiculairement au champ e´lectrique exactement comme dans
le cas classique. Dans l’expression de l’e´nergie (2.47), le premier terme est l’e´nergie cine´tique du
mouvement cyclotron, le second est l’e´nergie potentielle due au champ e´lectrique, et le dernier
terme vient de l’e´nergie cine´tique de de´rive a` la vitesse EB . L’e´nergie a` exactement la meˆme
forme que dans le cas classique excepte´ le fait que l’e´nergie cyclotron est quantifie´e.
2.5.3 Dynamique du bord du syste`me
Les e´tats e´lectroniques aux bords de l’e´chantillon jouent un roˆle tre`s important dans l’effet
Hall. Les bords de l’e´chantillon correspondent a` un potentiel de confinement U(x, y). On suppose
que ce potentiel est uniforme le long de la direction y et qu’il varie suivant x. Nous choisissons
U(x, y) = U(x) = 0 pour x < 0 et U(x) > 0 pour x > 0. Ce potentiel correspond a` un champ
e´lectrique E = −∇U(x) = (E(x), 0, 0). Les e´lectrons au bord de l’e´chantillon sont donc soumis
a` un champ e´lectrique oriente´ comme pre´ce´demment. Le choix de la jauge de Landau est donc
toujours approprie´ pour ce proble`me. Le moment le long de la direction y est conserve´ et les
e´tats propres ont une structure d’onde plane suivant cette direction.
Dans un premier temps, conside´rons le cas ou` le potentiel de confinement varie de manie`re
douce par rapport a` la longueur magne´tique l, le long de la direction x. Ici, c’est le gradient du
potentiel de confinement U(x) qui joue le roˆle du champ e´lectrique applique´. On peut de´velopper
le potentiel en se´rie de Taylor autour du centre de chaque orbite cyclotron X. Il est alors possible
de ne´gliger les termes d’ordre deux et plus, sur la distance δx =
√
2n+ 1l, en raison du caracte`re
’doux’ du potentiel.
Le champ e´lectrique est donc approximativement constant E(x) ≈ E et nous pouvons utiliser
les fonctions d’ondes de´termine´es pre´ce´demment (2.46) comme une bonne approximation des
ve´ritables fonctions propres au bord de l’e´chantillon. Ces fonctions correspondent a` des e´tats
e´lectroniques de´localise´s le long de la direction y i.e. le long du bord du syste`me et localise´s sur
la distance δx dans la direction x. L’e´nergie propre est donne´e par l’expression
n = h¯ωc(n+
1
2
)− qeEXk + m
2
(
E
B
)2
(2.51)
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n=1
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Fig. 2.13 – Les deux premiers niveaux de Landau au bord d’un e´chantillon de potentiel de
confinement U(x) line´aire (en gris). Le champ e´lectrique associe´ E est constant, et les niveaux
de Landau sont line´aires en Xk.
Lorsque le centre de l’orbite cyclotron se de´place dans le sens du potentiel de confinement
croissant, l’e´nergie propre de l’e´tat e´lectronique correspondant augmente et provoque la courbure
des niveaux de Landau. Plus l’e´lectron est plonge´ dans le bord, plus son e´nergie est e´leve´e (cf
Fig. 2.13).
X
e
0
n=1
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Fig. 2.14 – Les deux premiers niveaux de Landau au bord d’un e´chantillon de potentiel de
confinement U(x) line´aire (en gris). Le champ e´lectrique associe´ E est constant, et les niveaux
de Landau sont line´aires en Xk.
Quand le potentiel varie de manie`re plus brutale, il faut alors prendre en compte le terme
d’ordre deux du de´veloppement en se´rie de Taylor. Quand le potentiel est quadratique, ou
quand on se restreint aux termes d’ordre deux, l’e´quation de Schrodinger est toujours celle d’un
oscillateur harmonique, dont on peut determiner les solutions propres de manie`re analytique.
La fonction d’onde est alors donne´e par une expression du meˆme type que (2.46) avec une
de´pendance de l’e´nergie propre en Xk un peu plus complique´e (cf Fig. 2.14). Enfin, quand le
potentiel varie encore plus brutalement, les solutions analytiques simples n’existent plus, et seul
le traitement nume´rique est possible. Le potentiel infiniment abrupt (cf Fig. 2.16) est la seule
exception qui admette une re´solution analytique [8]. Quand Xk = 0 pour le niveau de Landau
le plus bas, la fonction d’onde s’annule au niveau de la barrie`re ψ(x0 = 0), elle ne s’annule pas
pour x < 0. L’e´nergie propre s’exprime sous la forme  = h¯ωc(ν(Xk) +
1
2) avec la fonction ν(Xk)
croissante en fonction de Xk. Le niveau de Landau le plus bas correspond a` des e´tats d’e´nergie
h¯ωc/2 pour Xk < −l, qui remontent a` la valeur 3h¯ωc/2 pour Xk = 0. Lorsque Xk  0, l’e´nergie
diverge (cf Fig. 2.15).
Ces traitements se concluent tous par le fait que l’e´nergie de l’e´lectron augmente quand le
centre de son orbite cyclotron approche du potentiel de confinement du bord. Cette caracte´-
ristique peut s’interpre´ter clairement. Conside´rons le proble`me pre´ce´dent avec un potentiel de
confinement infiniment haut et abrupt U(x) = 0 si x < 0 et U(x) =∞ pour x ≥ 0. L’Hamiltonien
re´duit Hx auquel est soumis la fonction χ(x) est alors
Hx = 1
2m
pi2x +
mωc
2
(x−Xk)2) + U(x) (2.52)
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Fig. 2.15 – Partie variable (ν(X)) des valeurs propres ( = h¯ωc(ν(X) + 1/2)) en fonction de
X = Xk, le centre de l’orbite cyclotron, pour un mur infiniment haut. Ici, X = 0 correspond au
bord, X < 0 correspond au volume et X > 0 est le mur. aL est la longueur magne´tique.
x0
U(x)
Fig. 2.16 – Potentiel de confinement infini pour x ≥ 0 (le bord de l’e´chantillon) et nul dans le
2-DEG pour x ≤ 0.
x0
U(x)
x
k
wh c
wh c
Fig. 2.17 – Potentiel effectif resenti par un e´lectron soumis a` un champ B en pre´sence d’un mur
de potentiel infini localise´ en x ≥ 0. Le potentiel parabolique est duˆ au champ magne´tique et est
centre´ en Xk. Pour Xk  0 (dans le volume), l’e´lectron est essentiellement soumis au potentiel
parabolique, il ne resent pas la pre´sence du mur, ses niveaux d’e´nergie les plus bas sont ceux
d’un oscillateur harmonique et donnent naissance aux niveaux de Landau de´gene´re´s en e´nergie.
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avec Xk = −kyl2. Il s’agit de l’Hamiltonien d’une particule soumise a` un potentiel infini en
x
U(x)
kx
Fig. 2.18 – Potentiel effectif resenti par un e´lectron soumis a` un champ B en pre´sence d’un mur
de potentiel U(x) infini localise´ en x ≥ 0. Le potentiel parabolique est duˆ au champ magne´tique
et est centre´ en Xk. Pour Xk = 0 (au voisinage du mur), l’e´lectron est soumis au potentiel para-
bolique et au mur infini, il resent la pre´sence du mur et est davantage contraint e´nergetiquement.
Les niveaux d’e´nergie les plus bas sont plus e´leve´s que pre´ce´dement et correspondent au de´but
de la courbure des niveaux de Landau au voisinage du potentiel de confinement.
x ≥ 0 et a` un potentiel parabolique centre´ sur Xk. La superposition de ces deux potentiels
explique bien l’e´volution de l’e´nergie propre de cet Hamiltonien en fonction de la valeur de Xk.
Si Xk  0, la particule est soumise essentiellement au potentiel parabolique et le mur infini ne
modifie le potentiel parabolique que pour des valeur tre`s e´leve´es de l’e´nergie. La de´termination
des e´nergies les plus basses du syste`me n’est pas affecte´e par le potentiel infini et les e´nergies
propres sont celles de l’oscillateur harmonique i.e. les niveaux de Landau de´ge´ne´re´s (cf Fig.
2.17). Classiquement, l’e´lectron re´alise une orbite cyclotron autour de Xk. Si Xk ≈ 0, les deux
potentiels sont superpose´s et le potentiel re´sultant est une demi-parabole borde´e par un mur
infini. Ce proble`me est plus contraint que dans le cas pre´ce´dent et les niveaux d’e´nergie de ce
puit de potentiel seront plus e´leve´s. Cela correspond a` la courbure des niveaux de Landau au
voisinage du potentiel infini (cf Fig. 2.18) et l’e´lectron classique resent l’effet du bord puisque le
centre de son orbite cyclotron est au pied du mur, l’e´lectron se propage le long du mur. Enfin,
si Xk  0, le potentiel re´sultant de la superposition est une cuvette de potentiel tre`s e´leve´e due
a` l’intersection de la partie haute du potentiel parabolique et du mur infini. La de´termination
des e´nergies propres de ce puit de potentiel conduit a` des valeurs tre`s e´leve´es meˆmes pour les
e´nergies les plus basses. Cela correspond au comportement asymptotique des niveaux de Landau
(cf Fig. 2.19). Le centre de l’orbite cyclotron de l’e´lectron classique est tre`s profondement enfonce´
a` l’inte´rieur du mur et l’e´lectron est localise´ le long du mur ou` il se propage avec une importante
e´nergie cine´tique. Remarquons que dans les cas ou` Xk > 0, l’e´lectron correspondant n’est jamais
localise´ dans le mur infini et sa fonction d’onde s’annule en x = 0. C’est le centre de l’orbite
cyclotron de l’e´lectron classique associe´ qui se trouve a` l’inte´rieur du mur.
x0
U(x)
kx
Fig. 2.19 – Potentiel effectif resenti par un e´lectron soumis a` un champ B en pre´sence d’un
mur de potentiel infini localise´ en x ≥ 0. Le potentiel parabolique est duˆ au champ magne´tique
et est centre´ en Xk. Pour Xk  0 (centre de l’orbite cyclotron classique a` l’inte´rieur du mur),
l’e´lectron est soumis au potentiel parabolique et au mur infini, il resent tre`s fortement la pre´sence
du mur et est tre`s contraint en e´nergie. Les niveaux d’e´nergie les plus bas sont tre`s e´leve´s et
correspondent aux niveaux de Landau tre`s haut dans le potentiel de confinement (cf Fig. 2.15).
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2.5.4 Relations de dispersion a` une particule
Ces diagrammes d’e´nergie peuvent eˆtre interpre´te´s de manie`re plus pertinente du point de
vue de la dynamique des e´lectrons. Nous avons note´ que Xk = −kyl2, il est donc parfaitement
e´quivalent de tracer la de´pendance des niveaux de Landau en Xk/l ou en kyl. Dans ce dernier cas,
cela signifie que l’on obtient l’e´nergie propre d’un e´tat e´lectronique de moment ky en fonction de
ky. Le diagramme d’e´nergie obtenu est alors la relation de dispersion a` une particule des e´lectrons
de ce proble`me. On peut donc construire tre`s simplement la relation de dispersion du syste`me
a` partir de cette technique. Notons que le signe de ky n’a pas directement d’interpre´tation en
terme de propragation e´lectronique puisque la vitesse moyenne de l’e´lectron suivant y dans le
cas particulier du champ e´lectrique uniforme est inde´pendante de ky (2.50).
2.5.5 Electrons balistiques
Conside´rons un syste`me bidimensionnel d’e´lectrons comme a` la Fig. (2.20). Les bords a`
gauche et a` droite de l’e´chantillon sont connecte´s a` des e´lectrodes de potentiel (respectivement) µ1
et µ2 et les bords supe´rieurs et infe´rieurs sont de´finis par des potentiels de confinement infiniment
hauts. Le syste`me est soumis a` un champ magne´tique perpendiculaire au plan e´lectronique et
les e´lectrons se mettent a` de´river le long des bords avec des vitesses oppose´es. On conside`re la
situation ou` le potentiel de Fermi se trouve entre deux niveaux de Landau, le syste`me est alors au
milieu d’un plateau de l’effet Hall quantique. Les niveaux de Fermi dans les re´servoirs de gauche
et de droite peuvent eˆtre diffe´rents. Par exemple, le niveau de Fermi dans l’e´lectrode de gauche
µ1 peut eˆtre plus e´leve´ que celui dans l’e´lectrode de droite µ2 (cf Fig. 2.20 b). Dans ce cas, les
e´tats de bord supe´rieurs de l’e´chantillon sont peuple´s jusqu’a` l’e´nergie µ1 alors que ceux du bord
infe´rieur ne le sont que jusqu’a` µ2. Quand un e´lectron du bord supe´rieur posse`de une e´nergie plus
grande que µ2, il va imme´diatement eˆtre transporte´ jusqu’a` l’e´lectrode de droite et eˆtre absorbe´
par celle-ci. Par ailleurs, les e´lectrons dont l’e´nergie est infe´rieure a` µ1 occupent en permanence
les e´tats du bord supe´rieur. Cette distribution hors-e´quilibre n’est jamais re´e´quilibre´e dans un
syste`me ide´al. En effet, la diffusion d’un bord vers l’autre est tre`s de´favorable ; le recouvrement
des fonctions d’onde des bords supe´rieurs et infe´rieurs est exponentiellement faible en raison
de la distance macroscopique qui les se´parent et il n’y a pratiquement pas de diffusion des
uns vers les autres. Ainsi, les e´lectrons qui peuplent les e´tats d’un bord jusqu’au niveau de
Fermi vont continuer a` se propager dans une seule direction. La re´tro-diffusion d’un bord vers
l’autre est encore tre`s difficile lorsque des impurete´s empeˆchent la conservation du moment le
long des bords. La fonction d’onde e´lectronique a` une extension de seulement l autour d’une
e´quipotentielle. Ainsi, meˆme si les e´quipotentielles qui de´finissent les bords sont tre`s ondule´es, il
suffit qu’elles soient se´pare´es d’une distance beaucoup plus grande que l pour que le recouvrement
des fonctions d’onde de deux bord a` la meˆme e´nergie soit exponentiellemnt faible. Les e´lectrons
qui occupent des e´tats de bord sont donc balistiques sur des distances macroscopiques (≈ 100µm)
malgre´ les impurete´s. Cette proprie´te´ essentielle explique que les canaux des bord sont conside´re´s
comme des exemples uniques de syste`mes quantiques quasi-ide´aux.
2.5.6 Courant au bord
Conside´rons un syste`me bidimensionnel d’e´lectrons tel que repre´sente´ a` la Fig. (2.4). Les
bords supe´rieurs et infe´rieurs de l’e´chantillon sont connecte´s a` des e´lectrodes et les bords late´raux
sont de´finis par des potentiels de confinement infiniment haut.
Le syste`me est soumis a` un champ magne´tique perpendiculaire au plan e´lectronique et les
e´lectrons se mettent a` de´river le long des bords. On peut alors calculer le courant sur l’un
des bords, quand les e´tats de bord a` un e´lectron sont occupe´s jusqu’a` l’e´nergie µ. On peut
reprendre le traitement pre´ce`dent dans la jauge de Landau, A = (0, Bx, 0) et la valeur moyenne
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Fig. 2.20 – (a) e´chantillon avec des bords ide´aux : le bord supe´rieur est en e´quilibre avec un
re´servoir de potentiel chimique µ1, celui d’en bas avec le re´servoir de potentiel chimique µ2,(b)
potentiels chimiques et niveaux de Landau sur un diagramme de profil de potentiel de la barre
de Hall.
de l’ope´rateur vitesse d’un e´tat de bord ψ(x, y) est alors :
〈ψ(x, y)|vy |ψ(x, y)〉 = 1
qeB
∂(Xk)
∂Xk
(2.53)
Le courant e´lectrique porte´ par cet e´tat est donc j = (e/L)vy , c’est a` dire le courant porte´ par
un e´lectron. Si l’on veut calculer le courant total des e´tats de bord entre une origine d’e´nergie
arbitraire 0 et le niveau de Fermi µ, on doit sommer la contribution de chaque e´tat dont la
coordonne´e Xk ve´rifie 0 < (Xk) < µ. CommeXk est proportionnel au moment dans la direction
y, le courant pour chaque niveau de Landau est le suivant :
I =
∑
Xk
qe
L
vy =
Ly
2pil2
∫
dXk
qe
L
vy =
qe
h
∫
dXk
d
dXk
=
qe
h
(µ− 0) (2.54)
Nous obtenons ainsi un courant line´aire en l’e´nergie de Fermi du syste`me. Comme on l’a calcule´
pre´ce´demment (section 2.5.5), cette distribution hors-e´quilibre permanente permet de de´finir le
courant au bord en choisissant une origine commune de l’e´nergie. Ce courant est conserve´ le
long du bord, et le courant injecte´ dans le coin en haut a` gauche de l’e´chantillon (cf Fig. 2.20)
se propage de manie`re continue le long du bord supe´rieur, meˆme dans une re´gion contenant un
diffuseur. On peut donc conside´rer les bords supe´rieurs et infe´rieurs comme des fils parfaits et
mesurer leur potentiel e´lectrochimique. La diffe´rence de potentiel entre les e´lectrodes relie´es a`
ces canaux est relie´e tension de Hall : µC − µA = qeVAC . Le courant total a` travers l’e´chantillon
est la diffe´rence entre les courants des bords supe´rieurs et infe´rieurs. La conductance de Hall
s’ave`re alors eˆtre σxy = −e2/h par niveau de Landau, nous obtenons alors la valeur attendue
pour l’effet Hall quantique.
2.5.7 Mesures du courant
Conside´rons maintenant le syste`me (cf Fig. 2.21). Chaque e´lectrode (de gauche et de droite)
est un re´servoir d’e´lectrons a` une tempe´rature et un potentiel donne´s ; leurs potentiels chimiques
sont donc bien de´finis (respectivement µ1 et µ4). Chaque e´lectrode est couple´e au syste`me bidi-
mensionnel. Dans le gaz bidimensionnel, les e´lectrons de´rivent le long des bords et les e´lectrodes
de mesure de potentiel (µ5, µ6, µ3, µ2) n’injectent ni ne pre´le`vent de courant. Elles sont en e´qui-
libre avec le bord et leurs potentiels chimiques relatifs au meˆme bord seront donc identiques. Par
exemple, au bord supe´rieur, les deux e´lectrodes sont au meˆme potentiel chimique : µ5 = µ6 = µA.
De la meˆme manie`re, au bord infe´rieur µ2 = µ3 = µB, avec µA et µB les potentiels chimiques
du bord supe´rieur et infe´rieur.
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Fig. 2.21 – Echantillon dans la configuration d’une expe´rience de transport.
Supposons que l’e´lectrode de gauche soit a` un potentiel chimique µ1 supe´rieur a` celui de
l’e´lectrode de droite µ4. L’origine des e´nergies E0 est choisie de sorte qu’elle coincide avec µ4 et
on ne prend pas en compte les e´tats de bord d’e´nergie infe´rieure a` µ4, puisqu’ils sont toujours
occupe´s dans le gaz et les e´lectrodes.
Conside´rons d’abord l’e´lectrode de gauche. Les e´lectrons avec une e´nergie comprise entre µ1
et µ4 entrent dans le syste`me bidimensionnel avec une certaine valeur moyenne statistique
11 T1
et sont re´fle´chis dans l’e´lectrode avec la valeur moyenne R1 = N − T1. N est le nombre d’e´tats
de bords implique´s i.e. le nombre de niveaux de Landau sous le niveau de Fermi. Les e´lectrons
injecte´s dans le syste`me bidimensionnel occupent dans l’e´tat de bord supe´rieur, et se propagent
le long du bord. Par ailleurs, les e´lectrons sur le bord infe´rieur qui ont une e´nergie entre µ4 et
µB se propagent le long du bord vers l’e´lectrode de gauche, entrent dans cette e´lectrode avec
la probabilite´ T
′
1 et sont re´fle´chis avec la probabilite´ R
′
1 = N − T
′
1. Ces e´lectrons re´fle´chis ne
peuvent pas rester dans l’e´tat de bord infe´rieur en raison de la chiralite´ des canaux, donc ils se
retrouvent dans le bord supe´rieur. En conse´quence, le courant sur le bord supe´rieur est donne´
par la somme de ces deux contributions :
I1 =
e
h
T1(µ1 − µ4) + e
h
R
′
1(µB − µ4) (2.55)
Jusqu’a` pre´sent nous avons diffe´rencie´ T1 et T
′
1, mais nous allons dore´navant les supposer iden-
tiques pour la clarte´ des formules. On utilise la relation entre le courant et le potentiel chimique
(2.54) et le fait que le bord supe´rieur est en e´quilibre au potentiel chimique µA ; on obtient alors
I1 =
e
h
N(µA − µ4) (2.56)
On peut faire le meˆme raisonnement pour l’e´lectrode de droite, mais dans ce cas aucun courant
n’est injecte´ a` partir de l’e´lectrode, donc le courant dans le bord infe´rieur n’est constitue´ que la
partie du courant re´fle´chie en provenance de l’e´lectrode supe´rieure. Ainsi,
I2 =
e
h
R2(µA − µ4) = e
h
N(µB − µ4) (2.57)
On de´termine µA, µB et I = I1 − I2 a` partir des e´quations pre´ce´dentes.
µA = µ4 +
NT1
N2 −R1R′1
(µ1 − µ4) (2.58)
11Cette valeur s’interpre`te comme une probabilite´ mais peut eˆtre supe´rieure a` 1, il vaut donc mieux parler de
coefficients de moyenne statistique. Dans la suite de cette section, on utilisera abusivement le terme de probabilite´
avec cette re´serve.
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et
µB = µ4 +
R2T1
N2 −R1R′1
(µ1 − µ4) (2.59)
Ainsi :
I =
e
h
NT1T2
N2 −R1R2
(µ1 − µ4) (2.60)
La tension de Hall est donne´e par VH = (µA − µB)/e = (h/e2)(I/N) et on trouve bien la
quantication attendue. L’effet Hall quantique est caracte´rise´ par un courant non dissipatif ; or
les potentiels chimiques des courants des e´lectrodes ont une diffe´rence finie µ1−µ4. Il se produit
donc de la dissipation quelque part. Si on conside`re la situation ou` la re´sistance de contact est
faible, alors la dissipation se produit essentiellement en deux endroits : au coin infe´rieur gauche,
ou` les e´lectrons du re´servoir avec l’e´nergie jusqu’au potentiel µ1 s’e´coulent dans les e´tats de bord,
qui contiennent des e´lectrons d’e´nergie jusqu’a` µB. L’autre endroit est le coin supe´rieur droit,
ou` les e´lectrons des e´tats de bord d’e´nergie jusqu’a` µA vont dans l’e´lectrode qui a le potentiel
µ4. Il a e´te´ de´montre´ expe´rimentalement que la chaleur est dissipe´e en ces points [46].
2.6 Effet Hall Quantique Fractionnaire.
2.6.1 Mise en e´vidence expe´rimentale
Les progre`s des techniques cryoge´niques ainsi que l’usage d’he´te´rojonctions de AlxGa1−xAs
de mobilite´ bien plus grande que les Si-MOS ont permit aux expe´rimentateurs de re´aliser des
mesures plus propres de conductivite´s longitudinale et de Hall. Graˆce ces techniques, ils ont
eu la surprise de de´couvrir de nouveaux plateaux correspondant a` une conductivite´ de Hall en
fraction de e2/h. A la Fig. (2.22), sont reproduits les re´sultats de Tsui et al. obtenus en 1982
Fig. 2.22 – Re´sistivite´s diagonale et de Hall en fonction du champ magne´tique applique´.
[9]. On observe que la re´sistivite´ diagonale est toujours finie, et que les plateaux de la re´sistivite´
de Hall ne sont pas tre`s visibles. Toutefois, ce re´sultat montre clairement une tendance a` la
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formation de plateaux ou` la conductivite´ de Hall est quantifie´e en 1/3 et 2/3 de e2/h12. Ces
caracte´ristiques furent effectivement observe´es sans aucune ambiguı¨te´ a` plus basse tempe´rature
[10]. Sur la Fig. (2.23) il apparaˆıt de tre`s nombreux plateaux dans la re´sistivite´ de Hall en
fonction du champ magne´tique a` densite´ ne fixe´e. Les premiers plateaux correspondent a` une
conductivite´ en multiple entier de e2/h comme nous l’avons vu dans l’effet Hall quantique entier
mais les plateaux suivants se produisent a` des fractions rationnelles de e2/h de de´nominateur
impair. La formation de ces plateaux ainsi que l’annulation de la re´sistivite´ longitudinale pour
ces meˆmes valeurs du champ correspondent a` l’effet Hall quantique fractionnaire (FQHE).
Fig. 2.23 – Re´sistivite´s diagonale et de Hall en fonction du champ magne´tique applique´.
Notons que les valeurs de champ magne´tique auxquelles se produisent ces plateaux de conduc-
tance lorsque la densite´ est fixe´e, peuvent eˆtre mesure´es par le facteur de remplissage de Landau
ν = Ne/(S/2pil
2) ou` Ne est le nombre total d’e´lectrons dans le syste`me. Le facteur de remplissage
est le nombre d’e´lectrons divise´s par le nombre d’e´tats accessibles dans un niveau de Landau.
Il mesure donc le nombre de niveaux de Landau occupe´s13. Comme ν = ne2pil
2 = 2pih¯ne/|qe|B,
on peut transposer les valeurs du champ B en valeur du facteur de remplissage. A densite´ fixe´e,
les valeurs du champ pour lesquelles se produisent les plateaux dans la conductance de Hall de
l’effet Hall entier correspondent aux valeurs de ν entie`res et pour l’effet Hall fractionnaire, les
plateaux apparaissent a` des fractions de de´nominateur impair comme indique´s sur la Fig. (2.23).
C’est e´galement a` ces valeurs de ν que se produisent la re´duction de re´sistivite´ longitudinale. On
peut toutefois observer a` la Fig. (2.24) quelques anomalies par rapport a` cette re`gle, avec des
re´duction de re´sistivite´ a` des fractions dites exotiques comme ν = 3/8 ou ν = 3/10 qui illustrent
la complexite´ du phe´nome`ne. L’effet Hall fractionnaire le plus typique se produit a` ν = 1/3
ou ν = 2/3 et ces expe´riences mettent clairement en e´vidence les manquements de la the´orie
quantique a` un corps. Seule la prise en compte des interactions entre e´lectrons allait permettre
d’interpreter ce phe´nome`ne.
2.6.2 Roˆle des interactions
Les re´sultats surprenants de l’EHQF concernant les fractions ν = 1/3 et ν = 2/3 apparaissent
a` champ magne´tique suffisamment e´leve´ (ou re´ciproquement, a` densite´ e´lectronique suffisamment
basse) pour que les facteurs de remplissage soient infe´rieurs a` 1. Dans ces conditions, les e´lectrons
n’occupent que partiellement le premier niveau de Landau. Il y a pre´cise´ment un e´lectron pour
12Ce qui correspond a` une re´sistivite´ de 1.5h/e2 et de 3h/e2
13ν = 1/2 correspond au premier niveau de Landau a` moitie´ plein.
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Fig. 2.24 – Re´sistivite´s diagonale et de Hall en fonction du champ magne´tique applique´.
3 e´tats e´lectroniques a` un corps a` ν = 1/3. Or, loin des bords, les e´tats occupe´s sont les e´tats
de volume qui pre´sentent une de´ge´ne´rescence totale en e´nergie. Il est alors clair que l’interaction
coulombienne entre ces e´lectrons est susceptible de lever la de´ge´ne´rescence entre e´tats et doit
eˆtre prise en compte pour tenter d’interpre´ter la formation de plateaux aux fractions ν = 1/3 et
ν = 2/3. Le traitement de l’EHQF apparaˆıt alors comme un proble`me a` N corps ne´cessairement
plus complexe que l’effet Hall quantique entier qui s’explique via la re´solution de l’e´quation de
Schrœdinger a` une particule et le roˆle du de´sordre.
2.6.3 Limite de champs magne´tique fort
Nous allons donc conside´rer un syste`me bidimensionnel d’e´lectrons sans potentiel de confine-
ment late´ral i.e. sans champ e´lectrique. On est dans la situation de la section 2.4. En pre´sence d’un
champ magne´tique perpendiculaire au plan e´lectronique, il se forment des niveaux de Landau.
Chacun d’entre eux est indice´ par n et est constitue´ d’e´tats de volume qui sont tous de´ge´ne´re´s
a` l’e´nergie h¯ωc(n + 1/2). Deux e´lectrons aux positions r et r interagissent via l’interaction de
Coulomb V (r − r′) = q2e/4piε|r − r′| que nous avions ne´glige´e jusqu’ici. L’ordre de grandeur
de l’interaction coulombienne est V0 ∝ q2e/4piεl avec ε la constante die´lectrique de AlxGa1−xA,
soit V0 ∝
√
B. La se´paration entre le niveaux de Landau est h¯ωc ∝ B. Dans la limite de fort
champs magne´tique, l’e´nergie cine´tique (n+1/2)h¯ωc tend donc a` dominer le terme d’interaction
coulombienne V0.
Dans les gaz bidimensionnels des he´te´rojonctions AlxGa1−xAs, pour un champ B ∼10T,
V0 ∼ 150K, et h¯ωc ∼ 200K. Le terme d’interaction devient effectivement sous-dominant par
rapport a` l’e´nergie cyclotron. Lorsque l’on ne´glige les interactions, le fondamental est constitue´
des e´lectrons qui occupent les niveaux de Landau dans l’ordre croissant. Dans le re´gime de
champ fort, le terme d’interaction coulombienne apparaˆıt comme un terme correctif a` l’e´nergie
du fondamental et il est le´gitime de considerer que le fondamental du syste`me en interaction ne
sera pas dramatiquement modifie´ par rapport au cas sans interaction. Ainsi, dans le cas d’un
facteur de remplissage ν = 1, le fondamental sera obtenu en remplissant totalement le premier
niveau de Landau, meˆme en pre´sence d’interactions. Naturellement, l’interaction me´lange les
e´tats des e´lectrons appartenant a` diffe´rents niveaux de Landau, mais la proportion de niveaux
supe´rieurs me´lange´s avec le premier est de l’ordre de 1/
√
B et peut eˆtre ne´glige´e dans la limite
de champ magne´tique fort. Ainsi, le me´lange des diffe´rents niveaux de Landau ne joue pas un
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roˆle central dans l’effet Hall quantique fractionnaire. Nous allons donc traiter cet effet dans la
limite ou` la se´paration entre niveaux de Landau h¯ωc est conside´re´e comme infinie, et le me´lange
entre e´tats de diffe´rents niveaux est ne´gligeable. Nous pouvons maintenant e´crire l’Hamiltonien
du syste`me.
2.6.4 Restrictions sur l’Hamiltonien
Les fonctions d’onde a` une particule des e´tats de volume ψn,Xk(r) peuvent eˆtre indice´es par
l’indice n du niveau de Landau ainsi que par Xk la valeur propre de l’ope´rateur de coordonne´e
du centre de l’orbite cyclotron. Dans le formalisme de seconde quantification, les ope´rateurs
d’annihilation et de cre´ation associe´s aux fonctions d’onde ψn,Xk(r) sont note´s an,Xk et a
†
n,Xk
.
L’Hamiltonien du syste`me d’e´lectrons de volume soumis a` l’interaction coulombienne est la
somme de l’Hamiltonien cine´tique HKin (2.29) et du terme d’interaction HInt.
H = HKin +HInt (2.61)
avec
HKin =
∑
n
∑
Xk
(
n+
1
2
)
h¯ωca
†
n,Xk
an,Xk (2.62)
et
HInt =
∑
ni,Xk,i
(
Ani,Xk,i
)
a†n1,Xk,1a
†
n2,Xk,2
an3,Xk,3an4,Xk,4 (2.63)
avec
Ani,Xk,i =
∫
d2r1d
2r2ψ
∗
n1,Xk,1
(r1)ψ
∗
n2,Xk,2
(r2)
q2e
4piε
1
|r1 − r2|ψn3,Xk,3(r2)ψn4,Xk,4(r1) (2.64)
Cette expression est ge´ne´rale, et dans la limite de fort champs magne´tique dans laquelle nous
nous plac¸ons, nous pouvons re´duire la taille de l’espace de Hilbert a` un espace de Hilbert restreint
pour lequel le nombre d’e´lectrons dans chaque niveau de Landau est constant. Quand le facteur
de remplissage ν n’est pas un entier, les n = [ν] (le plus grand entier infe´rieur a` ν) premiers
niveaux de Landau sont entie`rement remplis et conside´re´s comme inertes. Le niveau de Landau
suivant est partiellement rempli avec Ne(ν − n)/ν e´lectrons. Le terme d’e´nergie cine´tique peut
alors eˆtre supprime´. En effet, en supposant que les e´tats de diffe´rents niveaux ne sont pas
me´lange´s par les interactions, les e´le´ments de matrices de HKin sont constants et e´gaux dans
n’importe quelle base de l’espace de Hilbert restreint. De plus, a part les e´lectrons du dernier
niveau, tous les autre donnent des e´le´ments de matrice de HInt constants dans cet espace et
peuvent eˆtre supprime´s de la sommation. Ainsi, apre`s ces simplifications, l’Hamiltonien effectif
est re´duit au terme d’interaction entre e´tats du dernier niveau et ne de´pend pas de la partie
entie`re du facteur de remplissage14. On peut conserver dans l’Hamiltonien effectif uniquement
les fonctions d’onde appartenant au meˆme niveau de Landau n, et supprimer cet indice. A partir
d’ici, nous conside´rerons un unique niveau de Landau et tout se passe comme si ν ≤ 1.
H = HInt =
∑
X1
∑
X2
∑
X3
∑
X4
AX1,X2,X3,X4a
†
X1
a†X2aX3aX4 (2.65)
On peut e´galement re´duire davantage l’Hamiltonien effectif de l’EHQF en prenant en compte la
syme´trie e´lectrons-trous. Introduisons les ope´rateurs conjugue´s de aX et a
†
X , respectivement b
†
X
14Ceci est vrai aux constantes pre´ce´dentes pre`s qui ne font que renormaliser l’e´nergie totale du syste`me
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et bX , qui sont les ope´rateurs de cre´ation et d’annihilation d’un trou dans le niveau de Landau
correspondant. A l’exception de termes constants l’Hamiltonien pre´ce´dent s’e´crit :
HInt = ∑X1 ∑X2 ∑X3 ∑X4 AX1,X2,X3,X4b†X4b†X3bX2bX1
=
∑
X1
∑
X2
∑
X3
∑
X4 AX1,X2,X3,X4b
†
X1
b†X2bX3bX4
(2.66)
Nous avons utilise´ l’e´galite´ entreHInt et son hermitique conjugue´ et AX1,X2,X3,X4 = A∗X1,X2,X3,X4 .
L’Hamiltonien obtenu pour les trous a` exactement la meˆme forme que pour les e´lectrons. Ceci
constitue la syme´trie e´lectrons-trous. Un syste`me e´lectronique avec un facteur de remplissage
e´lectronique ν est e´galement un syste`me avec un facteur de remplissage de trous 1−ν+2[ν]. Par
conse´quent, l’Hamiltonien (2.65) de´crit aussi le syste`me de trous avec un facteur de remplissage
1−ν+2[ν]. Cette syme´trie permet d’affirmer qu’un syste`me de ν e´lectrons se comportent comme
un syste`me de 1− ν + 2[ν] trous. Graˆce aux simplifications pre´ce´dentes, il suffit donc d’e´tudier
le syste`me e´lectronique a` des facteurs de remplissage ν ≤ 1/2. Cette syme´trie est bien visible
sur les Fig. (2.23), (2.24) ou` la re´sistivite´ longitudinale est syme´trique par rapport a` ν = 1/2.
2.6.5 Particularite´s de l’Hamiltonien
Nous allons donc conside´rer l’Hamiltonien (2.65), qui se re´sume uniquement a` un terme
d’interaction, pour un facteur de remplissage ν ≤ 1. En premier lieu, il convient de de´terminer le
fondamental de ce syste`me. Dans le cas des e´lectrons dans un me´tal, l’e´nergie cine´tique domine le
terme d’interaction et le proble`me peut eˆtre traite´ en perturbation. Ici, l’e´nergie cine´tique domine
bien le terme d’interaction mais constitue un terme constant dans la limite de fort champs ; elle
n’est donc pas prise en compte dans la de´termination du fondamental. En conse´quence, HInt
est le seul terme de l’Hamiltonien et l’approche perturbative n’a pas de sens. La seule manie`re
de traiter un tel proble`me est donc de trouver ex nihilo l’e´tat propre de l’Hamiltonien HInt qui
posse`de la plus petite e´nergie.
On peut penser que la de´termination de ce fondamental est tre`s simple. Il s’agit simplement
de l’e´tat qui minimise le terme d’interaction entre e´lectrons. Cet e´tat est obtenu en se´parant
spatialemment les e´lectrons autant que possible, pour une densite´ fixe´e. Toutefois ce fondamental
n’est pas correct pour l’Hamiltonien (2.65), comme nous le verrons par la suite. La de´termination
du fondamental d’un syste`me pour lequel le traitement perturbatif n’est pas possible et ou`
le fondamental intuitif n’est pas correct, ne peut se faire que par diagonalisation exacte (i.e.
nume´rique) de l’Hamiltonien ou par me´thode variationnelle.
2.6.6 Cristal de Wigner et CDW
Examinons brie`vement l’e´tat na¨ıf que l’on vient d’e´voquer et qui correspond a` la de´termina-
tion intuitivement simple du fondamental . Il s’agit simplement de l’e´tat qui minimise le terme
d’interaction entre e´lectrons. Cet e´tat est obtenu en se´parant spatialemment autant que possible
les e´lectrons, pour une densite´ fixe´e. C’est ce que l’on obtient lorsque l’on place les e´lectrons sur
un re´seau re´gulier. Dans le cas pre´sent, le re´seau est triangulaire, et l’e´tat obtenu en plac¸ant
les e´lectrons sur ce re´seau pour qu’ils minimisent leur e´nergie de re´pulsion est appele´ un cristal
de Wigner. Quand le facteur de remplissage ν → 0, il s’agit d’une onde de densite´ de charge
(ou Charge Density Wave (CDW)). Il s’ave`re que cette onde de densite´ apparaˆıt e´galement
comme une solution auto-cohe´rente du traitement du proble`me de de´part par l’approximation
de Hartree-Fock . Cet e´tat a` longtemps e´te´ pressenti comme e´tant le fondamental du syste`me
de Hall fractionnaire, en particulier a` ν = 1/3 mais cela n’est en re´alite´ pas le cas.
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2.6.7 Diagonalisation exacte
Dans la limite de fort champ, l’Hamiltonien HInt pour un syste`me de taille donne´ S est
repre´sente´ par une matrice de dimension finie NH . La diagonalisation exacte consiste a` e´crire
cette matrice dans une base de l’espace de Hilbert conside´re´ et d’en de´terminer les e´le´ments
propres nume´riquement. Il y a Nφ = S/2pil
2 e´tats e´lectroniques a` un e´lectron 15. S’il y a Ne
e´lectrons dans le syste`me, le nombre total NH d’e´tats a` N corps inde´pendants est NH = C
Ne
Nφ
.
Comme NH croit comme Ne!, il est impossible de traiter nume´riquement le proble`me avec plus
d’une dizaine d’e´lectrons. Cette me´thode a` toutefois l’avantage de de´terminer non seulement le
fondamental mais aussi les e´tats excite´s et lu spectre. Les re´sultats nume´riques obtenus par cette
me´thode mettent en e´vidence deux caracte´ristiques majeures dans le cas typique de ν = 1/3.
Tout d’abord l’e´tat fondamental du syste`me a` ν = 1/3 est un e´tat liquide pour lequel il
n’apparaˆıt pas de parame`tre d’ordre a` longue distance dans la densite´ e´lectronique. Il ne s’agit
donc pas du cristal de Wigner ou d’une onde de densite´ de charge. Les re´sultats nume´riques
montrent e´galement que l’e´tat fondamental a` ν = 1/3 est un e´tat incompressible : il y a un gap
d’e´nergie dans le spectre d’excitation autour de cet e´tat comme on peut le voir a` la Fig. (2.25).
La diagonalisation exacte du proble`me permet de conclure que le fondamental du syste`me de
−3.9
−3.85
−3.8
−3.75
−3.7
N = 9  2S = 24
−3.65
 0  2  10  12  14 8 6 4
moment angulaire total
én
er
gi
e 
(un
it. 
arb
.)
Fig. 2.25 – Spectre d’excitation d’un syste´me de e´lectrons sur une sphe`re.
Hall fractionnaire a` ν = 1/3 est un e´tat liquide incompressible.
2.6.8 Me´thode variationnelle
Une autre me´thode permet de de´terminer analytiquement le fondamental de l’Hamiltonien
(2.65). Elle consiste a` choisir une fonction d’onde d’essai ψα de´pendant d’un parame`tre α,
comme candidat pour le fondamental. On calcule ensuite la valeur moyenne de l’Hamiltonien
〈ψα|H|ψα〉/〈ψα|ψα〉. L’e´nergie de cet e´tat est toujours supe´rieure ou e´gale a` l’e´nergie du fonda-
mental. Il convient ensuite de faire varier α pour obtenir le minimum de la valeur moyenne ; la
fonction d’onde correspondante est alors approximativement la fonction d’onde du fondamental.
Il est e´vident que le choix de la fonction d’essai est essentiel dans cette approche.
15On est, en effet, dans le premier niveau de Landau.
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Caracte´ristiques de la fonction d’onde de Laughlin
Dans ce cadre, Laughlin a pose´ une fonction d’essai sur la base d’une se´rie de simplifications
et de remarques. Dans la jauge syme´trique, une fonction d’onde propre e´lectronique a` un corps
est donne´e par (2.40) :
ψ(r) = f(z)e−|z|
2/4 (2.67)
ou` f est une fonction polynoˆmiale quelconque. La fonction d’onde a` Ne e´lectrons peut s’exprimer
comme combinaison line´aire de determinants de Slater a` partir de la base des fonctions a` un
corps
ψα(r1, r2...rNe) = F (z1, z2...zNe)e
−
∑
i
|zi|2/4 (2.68)
avec F (z1, z2...zNe) un polynoˆme a` plusieurs variables z1, z2...zNe correspondant aux positions
des e´lectrons 1, 2 ...Ne. En particulier, on peut choisir la base des fonctions a` un corps de´ja`
vues (2.40). Le terme ge´ne´ral de cette fonction F est de la forme aΠiz
mi
i ou` a est un coefficient.
Ce terme correspond a` un e´tat ou` l’e´lectron i posse`de un moment angulaire fixe´ a` h¯mi. Le
de´terminant de Slater a` donc un moment angulaire total Mh¯ =
∑
imih¯. Comme l’Hamiltonien
HInt conserve le moment angulaire total, on peut diagonaliser simultane´ment l’Hamiltonien et
l’ope´rateur de moment angulaire total. On peut donc restreindre la fonction d’essai de sorte que
chaque terme du polynoˆme F (z1, z2...zNe) ait le meˆme degre´ total M . F sera donc choisi comme
un polynoˆme homoge`ne. Enfin, e´tant une fonction d’onde a` Ne corps fermioniques, ψα doit eˆtre
totalement antisyme´trique.
En plus de ces simplifications, il est e´vident que l’interaction coulombienne a` tendance a`
se´parer les e´lectrons les uns des autres au maximum et que la fonction d’onde s’annulera lorsque
les position de deux e´lectrons co¨ıncident. On peut ainsi supposer que le polynoˆme F (z1, z2...zNe)
est une fonction de la distance inter-e´lectronique (zi− zj) seulement. Avec une fonction de cette
forme, nous ne prenons pas en compte les correlations a` 3 corps ou plus.
Fonction d’onde de Laughlin
En regroupant toutes ces restrictions, Laughlin a propose´ une fonction d’essai qui ne contient
qu’un parame`tre entier α = q, forcement impair :
ψq(r1, r2...rNe) =
∏
1≤i<j≤Ne
(zi − zj)qe−
∑
i
|zi|2/4 (2.69)
Observons a` la Fig. (2.26) la densite´ e´lectronique de cette fonction d’onde. Elle est uniforme sur
x
ρ
Fig. 2.26 – Densite´ e´lectronique du fondamental du syste`me de Hall a` ν = 1/3.
une galette de rayon de
√
2(M + 1)l. Dans la partie polynoˆmiale de cette fonction d’onde, chaque
terme zi a un degre´ maximal deM = (Ne−1)q.M est le moment angulaire maximal que l’e´lectron
de coordonne´e zi peut posse´der, dans ce cas son orbite est centre´e sur l’origine avec un rayon de√
2(M + 1)l. Dans l’e´tat de Laughlin, tous les e´lectrons sont a` l’inte´rieur de ce cercle. L’aire de
cette orbite est S = 2(M+1)pil2. La densite´ e´lectronique est uniforme a` l’inte´rieur de cette orbite.
Le facteur de remplissage est ν = 2pil2Ne/S = Ne/(M + 1) = Ne/((Ne − 1)q + 1) ' 1/q dans la
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limite Ne → ∞. Ainsi, le parame`tre libre de la fonction d’essai (2.69) est en fait comple`tement
de´termine´ par le remplissage, a` la fraction magique ν = 1/q, avec q impair
Cette fonction d’onde de Laughlin est une tre`s bonne approximation du vrai fondamental
du syste`me, mais n’est pas exactement la fonction d’onde de ce fondamental. On peut donc
comprendre les proprie´te´s de l’e´tat d’effet Hall quantique fractionnaire a` partir de cette fonction
d’onde ; en n’oubliant pas qu’elle de´crit un e´tat le´ge`rement diffe´rent du fondamental exact. Cette
fonction est tre`s utile pour comprendre les proprie´te´s essentielles du volume du fluide de Hall.
Nous ne de´taillerons pas ici les proprie´te´s complexes et fascinantes de ce fluide16 mais nous
e´voquerons simplement l’incompressibilite´ du syste`me au remplissage magique pour justifier la
pertinence de l’e´tude des bords.
2.6.9 Excitations du syste`me
Le fondamental du syste`me i.e. l’etat de Hall quantique fractionnaire est un e´tat liquide
incompressible. L’aire du syste`me peut eˆtre modifie´e de la quantite´ 2pil2 en introduisant un
quantum de flux mais cette ope´ration ne´cessite une quantite´ d’e´nergie finie. Il n’est donc pas
possible de produire un changement infinite´simal du syste`me en modifiant infinite´simalement la
pression. En effet, il n’y a pas de phonons acoustiques capables de supporter de telles excitations
dans un fluide de Hal et les modes d’excitations collectives du syste`me ont un gap d’e´nergie.
Ainsi les excitations collectives du syste`me sont dites gappe´es. Les seules excitations qui ne
changent pas la densite´ du syste`me sont donc obtenues par cre´ation de paires quasi-e´lectrons
quasi-trous. Quand le moment k de ces excitations devient tre`s faible, i.e. dans la limite basse
e´nergie, et grande longueur d’onde, c’est une onde de densite´ qui de´crit mieux ces excitations,
plutoˆt qu’un e´tat lie´. Son e´nergie d’excitation est la somme des e´nergies d’excitation des deux
quasi-particules et de l’e´nergie d’interaction entre elles. Dans le volume du fluide incompressible,
il n’existe donc que des excitations gappe´es. Il en est pas de meˆme pour les bords de ce syste`me
qui peuvent supporter des excitations d’e´nergie infiniment basse. Ce sont ces conside´rations qui
conduisent a` s’inte´resser aux e´tats de bord du syste`me.
2.7 Syste`mes de fermions unidimensionnels et e´tats de bord
Un syste`me d’e´lectrons en interaction en dimension D = 2 ou D = 3 se traite par la the´orie
des liquides de Fermi. L’image du liquide de Fermi est base´e sur l’existence d’excitations de
type quasi-e´lectrons quasi-trous dont le temps de vie devient infini quand l’e´nergie approche
l’e´nergie de Fermi. En effet, le temps de vie de ces excitations varie comme |k − kf |−2 quand k
approche du moment de Fermi kf (ou comme |E−Ef |−2 quand E → Ef ). Cette caracte´ristique
est cruciale dans le succe`s de cette the´orie. Les quasi-e´lectrons (resp. quasi-trous) peuvent eˆtre
associe´es a` des e´lectrons (trous) libres et cette association est univoque. En partant du syste`me
sans interactions, on branche de manie`re adiabatique les interactions et les e´lectrons (trous) de-
viennent des quasi-e´lectrons (quasi-trous)17. En prenant en compte l’existence de ces excitations
de basse e´nergie, Landau a pu ainsi rendre compte d’une varie´te´ de phe´nome`nes dans les me´taux
en pre´sence d’interactions non-ne´gligeables. En revanche, cette the´orie n’est pas valable pour
des e´lectrons unidimensionnels. Ceci est une conse´quence directe de la structure particulie`re
de l’espace des phases en dimension D = 1. La surface de Fermi est constitue´e de seulement
deux points (cf Fig. 2.27) a` ±kf au lieu d’une ligne (D = 2) ou d’une surface (D = 3). Cette
structure particulie`re conduit, entre autres, a` la disparition de la correspondance univoque entre
l’e´lectron libre et l’excitation obtenue en branchant progressivement les interactions. Il apparaˆıt
16Une e´tude comple`te des proprie´te´s des fluides de Laughlin est re´alise´e dans [11]
17L’image des liquides de Fermi est de´montre´e rigoureusement comme the´orie de perturbation a` N corps dans
[12]
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e´galement des excitations e´lectrons-trous autour des points de Fermi ±kf avec un moment q
tre`s faible (q  kf ) ou entre les deux points de Fermi a` travers la mer de Fermi. Cette excita-
tion de moment q ≈ 2kf fait apparaˆıtre une zone interdite pour les excitations e´lectrons-trous
(0 < q < 2kf ). Enfin, il se produit une se´paration de spin et de charge, i.e. l’apparition d’ex-
citations e´le´mentaires bosoniques de spin et de charge a` des vitesses diffe´rentes. Le mode`le des
liquides de Fermi n’est alors pas ade´quat pour les syste`mes e´lectroniques unidimensionnels en
interaction, meˆme si certaines proprie´te´s des excitations neutres de ces syste`mes peuvent eˆtre
partiellement explique´es par la the´orie de Landau. Historiquement, deux approches centre´es sur
le mode`le de Tomonaga-Luttinger sont venues e´clairer la physique des e´lectrons unidimensionnels
en interaction. La premie`re repose sur la technique de bosonisation, l’autre approche comple´-
mentaire de ce proble`me est base´ sur la classification dite de la g-ologie et l’usage du groupe de
renormalisation.
L’e´tat de bord fractionnaire
Les re´alisations expe´rimentales de syste`mes de fermions a` D = 1 ne sont pas aise´es et
la validation expe´rimentale de la the´orie de Tomonaga-Luttinger e´tait en suspens, jusqu’a` la
de´couverte des e´tats de Hall fractionnaires. Au chapitre IV, nous passons en revue les re´sultats
expe´rimentaux qui valident la the´orie des liquides de Luttinger via les e´tats de bord fractionnaire.
Conside´rons un syste`me de Hall incompressible, comme un fluide de Hall a` ν = 1/3, s’e´tendant
jusqu’au bord de l’e´chantillon. Il ne peut exister d’ excitations de basse e´nergie qu’au bord du
syste`me car les excitations de volume sont gappe´es comme on l’a vu a` la section 2.6.9. L’e´tude
du bord revient a` l’e´tude des excitations basse e´nergie du syste`me. Les bords du fluide de Hall
au remplissage magique ν = 1/m (m entier impair), est un syste`me de fermions en interaction
en dimension D = 1. L’effet du champ magne´tique conduit les excitations a` se propager dans
un sens unique le long du bord. La chiralite´ et la localisation des fonctions d’onde des e´tats
de bord supprime toute possibilite´ de re´tro-diffusion et les excitations sont cohe´rentes sur des
longueurs macroscopiques. Les bords d’un fluide de Hall constituent ainsi un exemple unique de
syste`me de fermions unidimensionnels quasi-ide´aux en interaction forte. Ils se comportent donc
diffe´remment de syste`mes e´lectroniques unidimensionnels ou` les excitations se propagent dans
les deux sens possibles. Cette description particulie`re d’un syste`me d’e´lectrons unidimensionnels
en interaction au bord de l’e´chantillon se fait au moyen de la the´orie du liquide de Tomonaga-
Luttinger chiral note´e χLL.
Liquide de Tomonaga-Luttinger
Le mode`le de Tomonaga-Luttinger est tre`s proche du mode`le de Tomonaga-Luttinger chiral
que nous verrons par la suite, et il a joue´ un roˆle majeur dans l’e´tude des syste`mes unidimen-
sionnels. Dans toute la suite du traitement, on se placera dans le syste`me d’unite´s h¯ = c = 1.
La re´solution de ce mode`le repose d’une part, sur le fait que la relation de dispersion des fer-
mions libres a` D = 1, originellement quadratique (mode`le de fermions libres sur re´seau en liaison
fortes), est line´arise´e autour des deux points de Fermi ±kf (cf Fig. 2.27) et d’autre part sur l’ab-
sence de termes Umklapp et de re´tro-diffusion (seule la diffusion en avant est prise en compte).
Ces termes seront explicite´s dans le traitement de la g-ologie. Enfin, cette the´orie s’exprime de
manie`re particulie`rement e´le´gante en coordonne´es complexes et en temps Euclidien (i.e. imagi-
naire). En termes de coordonne´es spatiales x et temporelle τ = it, ces coordonne´es complexes
sont de´finies comme
z = −i(x− vt) = vτ − ix
z¯ = i(x+ vt) = vτ + ix
(2.70)
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avec v la vitesse de Fermi, parame`tre de´termine´ expe´rimentalement. Les de´rive´es ve´rifient :
∂z = − i
2
(
1
v
∂t − ∂x) ∂x = −i(∂z − ∂z¯)
∂z¯ = − i
2
(
1
v
∂t + ∂x) ∂t = iv(∂z + ∂z¯) (2.71)
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Fig. 2.27 – Relation de dispersion typique a` D = 1 pour des fermions libres sur re´seau avec
liaisons fortes entre plus proches voisins. La surface de Fermi est restreinte aux deux points ±kf ,
et la relation de dispersion est line´aire au voisinage de ces points
2.7.1 The´orie des champs libres
On conside`re le syste`me compose´ d’e´lectrons a` une dimension sur re´seau sans interaction et
on de´finit la the´orie du champ correspondante (a` basse e´nergie). Cela est possible car les diffe´-
rentes e´chelles de moment intervenant dans cette the´orie libre sont de´couple´es. L’Hamiltonien
microscopique prend la forme suivante
HKin =
∑
k
ε(k)c†(k)c(k) (2.72)
avec c(k) l’ope´rateur d’annihilation d’e´lectron de moment k (le spin n’est pas pris en compte
pour l’instant). La the´orie a` basse e´nergie s’exprime simplement en fonction de ope´rateurs de
cre´ation et d’annihilation au voisinage des points de Fermi (cf Fig. 2.27) :
α(k) = c(kf + k)
α(−k) = c(−kf − k)
β(k) = c†(kf − k)
β(−k) = c†(−kf + k) (2.73)
ou` k est positif. Les ope´rateurs α(k) et β(k) annihilent e´lectrons et trous autour du point de
Fermi droit (k > 0) et gauche (k < 0) L’Hamiltonien libre prend alors la forme suivante
HKin =
∫
dk
2pi
v|k|{α†(k)α(k) + β†(k)β(k)} (2.74)
L’e´nergie et les moments sont dore´navant de´finis a` partir des points de Fermi du syste`me. Le
fait de conside´rer la limite continue revient en fait a` inte´grer la the´orie microscopique sur les
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grands moments pour obtenir une the´orie effective de basse e´nergie autour des vecteur d’onde
(±kf ). En espace re´el, cette proce´dure revient a` introduire les champs ψR et ψL qui varient peu
et tels que l’ope´rateur d’annihilation au site n (x = na)18 est19
cx√
a
= ψR(x) e
ikfx + ψL(x) e
−ikfx (2.75)
Le facteur
√
a permet aux champs de ve´rifier les relations d’anticommutation correctes et
contient leur dimension :
{ψR(x), ψ†R(x′)} = δ(x− x′)
{ψL(x), ψ†L(x′)} = δ(x− x′)
{ψR(x), ψ†L(x′)} = 0 (2.76)
Se´paration des champs droit et gauche
Les champs continus peuvent eˆtre de´veloppe´s en modes de la manie`re suivante
ψR(x) =
∫
k>0
dk
2pi
[ eikxα(k) + e−ikxβ†(k)]
ψL(x) =
∫
k<0
dk
2pi
[ eikxα(k) + e−ikxβ†(k)] (2.77)
L’e´volution temporelle de α(k) et de β(k) est obtenue en les multipliant par la phase e−iv|k|t.
Si on re´exprime ces variables spatio-temporelles en fonction de coordonne´es complexes (2.70), le
de´veloppement en mode pour les champs e´voluant au cours du temps est alors
ψR(z) =
∫
k>0
dk
2pi
[ e−kzα(k) + ekzβ†(k)]
ψL(z¯) =
∫
k<0
dk
2pi
[ ekz¯α(k) + e−kz¯β†(k)] (2.78)
Le champ droit ψR de´pend uniquement de la coordonne´e de propagation vers la droite z, alors
que le champ gauche ψL ne de´pend que de la coordonne´e de propagation vers la gauche z¯. Le
de´veloppement en mode ( 2.77) est trompeur a` un e´gard : il laisse penser que les vecteurs d’onde
positifs sont connexes aux vecteurs d’onde ne´gatifs dans l’espace des moments, ce qui n’est pas
le cas (ils sont se´pare´s d’a` peu pre`s 2kf ). Ainsi, les modes se propageant vers la droite et la
gauche sont clairement bien se´pare´s. Les e´lectrons gauches et droits subissent des fluctuations
de densite´
ρR(x) = ψ
†
R(x)ψR(x) ρL(x) = ψ
†
L(x)ψL(x) (2.79)
La densite´ e´lectronique totale (par rapport au fondamental du syste`me ) est donne´e par ntot. =
ρR + ρL.
Analogie avec l’e´quation de Dirac
Il devient assez simple d’exprimer l’Hamiltonien continu (2.74) en fonction des champs ψR
et ψL :
HKin = −iv
∫
dx [ψ†R∂xψR − ψ†L∂xψL] (2.80)
18a est le cut-off ultra-violet naturel du syste`me i.e. la maille e´le´mentaire du re´seau microscopique.
19Nous utilisons les indices L et R pour de´signer les champs se propageant a` gauche (de´pendant uniquement de
x+ vt) et a` droite (de´pendant de x− vt)
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Fig. 2.28 – Les quatre processus de diffusion d’e´lectrons droits (traits continus) et gauches (traits
pointille´s) a` D = 1 : (i) g4 est l’amplitude de la diffusion vers l’avant ; (ii) g2 de la dispersion
(diffusion d’e´lectrons gauches vers des e´lectrons droits) ; (iii) g1 pour la re´tro-diffusion (chaque
e´lectron change de branche mais conserve son spin) ; (iv) g3 concerne la diffusion Umklapp (deux
e´lectrons gauches deviennent droits et vice-versa ; n’est possible qu’a` demi-remplissage car la
conservation du moment du cristal doit eˆtre assure´e). Les indices de spin ont e´te´ supprime´s,
mais les processus g1 and g3 ne concernent que les e´lectrons de spin oppose´s.
Ceci est exactement l’Hamiltonien de Dirac. En effet, en dimension (1+1), les matrices de Dirac
peuvent eˆtre restreintes a` deux dimensions, par exemple
γ0 =
(
0 1
−1 0
)
γ1 =
(
0 1
1 0
)
(2.81)
et le spineur de Dirac a` deux composantes est
Ψ =
(
ψR
ψL
)
(2.82)
La densite´ lagrangienne de Dirac – avec terme de masse – est
LD = iΨ¯(γ0∂t − vγ1∂x)Ψ−mΨ¯Ψ (2.83)
La densite´ hamiltonienne canonique obtenue a` partir de ce Lagrangien est donc
HD = −iv[ψ†R∂xψR − ψ†L∂xψL] +m(ψ†RψL − ψ†LψR) (2.84)
ce qui correspond a` (2.80) dans le cas de masse nulle. Rajouter un terme de masse a` l’Hamiltonien
conduit a` l’ouverture d’ un gap de 2m a` l’e´nergie de Fermi. En revanche, rajouter un terme du
type
H′ = ψ†RψR + ψ†LψL = ρR + ρL (2.85)
conduit simplement a` un de´calage du potentiel chimique i.e. a` une modification de la valeur de
kf . Ceci ne´cessite bien suˆr une rede´finition des modes droits et gauches, mais l’Hamiltonien final
sera toujours de la forme (2.80), avec une vitesse modifie´e v ′.
2.7.2 Interactions : la g-ologie
Les interactions a` deux corps entre e´lectrons a` D = 1 ( pour une seule bande) prennent la
forme ge´ne´rale
HInt = 1
2
∑
σ,σ′
∑
k1,k2,k3
Vσ,σ′(k1, k2, k3)c
†
σ(k1)c
†
σ′(k2)cσ′(k3)cσ(k4) (2.86)
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Fig. 2.29 – Excitations particule-trou a` D = 1.
ou` nous avons re´tabli les indices de spin (σ, σ ′) = (↑, ↓). A basse e´nergie, les processus de
diffusion sont naturellement restreints au voisinage du niveau de Fermi et sont de quatre types
distincts. Toutes les interactions microscopiques possibles e´voluent sous le flot du groupe de
renormalisation pour donner des interactions irrelevantes ou l’un des quatres termes de la g-
ologie de´crits a` la Fig. (2.28). Exprime´s en termes de champs continus, les densite´s hamiltoniennes
correspondantes sont :
H1 = vg1
∑
σ
ψ†RσψLσψ
†
L−σψR−σ
Hc2 = vg2,c(ρR↑ + ρR↓)(ρL↑ + ρL↓)
Hs2 = vg2,s(ρR↑ − ρR↓)(ρL↑ − ρL↓)
H3 = 12vg3
∑
σ
ψ†Rσψ
†
R−σψLσψL−σ + H.c.
Hc4 = 12vg4,c[(ρR↑ + ρR↓)2 + (ρL↑ + ρL↓)2]
Hs4 = 12vg4,s[(ρR↑ − ρR↓)2 + (ρL↑ − ρL↓)2] (2.87)
Remarquons que g2,µ et g4,µ sont des interactions densite´-densite´ ce qui apparaˆıtra plus
clairement en espace re´el. Lorsque ces deux couplages sont les seuls non-nuls (i.e., g1 = g3 = 0), le
mode`le obtenu est le mode`le de Tomonaga-Luttinger qui sera re´solu exactement par bosonisation.
La forme bosonise´e de ces interactions sera de´termine´e a` la section 2.9.4.
2.8 Bosonisation : une premie`re approche
2.8.1 Particularite´ de la dimension D = 1
L’ide´e fondamentale de la bosonisation est la suivante. Les excitations e´lectrons-trous sont
fondamentalement bosoniques, et l’essentiel du spectre (si ce n’est la totalite´) du gaz d’e´lectrons
peut eˆtre de´crit par ces excitations. Cette question a d’abord e´te´ e´voque´e par F. Bloch en 1934,
mais c’est Tomonaga qui re´alisa en 1950 que cela ne pouvait eˆtre valable qu’en dimension D = 1.
Ceci tient a` une raison simple : conside´rons la Fig. (2.29). Sur la gauche, nous avons repre´sente´ la
cre´ation d’une paire e´lectrons-trous de moment k. Sur la droite se trouve le spectre des excitations
e´lectrons-trous de la mer de Fermi : l’e´nergie de la paire est repre´sente´e en fonction du moment
de cette paire (les deux e´tant mesure´s par rapport au point de Fermi). La relation de dispersion
a` une particule est line´aire au voisinage du niveau de Fermi, et les paires e´lectrons-trous cre´e´es
a` ce voisinage ont une relation de dispersion tre`s e´troite correspondant a` une quasi-particule de
moment presque nul : ces paires peuvent se propager de manie`re cohe´rente. Autrement dit, la
particule et le trou ont pratiquement la meˆme vitesse de groupe a` basse e´nergie et se propagent
ensemble. Chaque excitation e´lectrons-trous conduit a` la formation d’une paire se propageant
de manie`re cohe´rente : il s’agit d’une nouvelle particule.
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Fig. 2.30 – Excitations particule-trou a` D = 2.
A la Fig.( 2.30), la situation correspondante en dimension D = 2 est repre´sente´e, avec une
surface de Fermi circulaire. Il apparaˆıt alors clairement qu’une paire e´lectron-trou de moment k
posse`de un spectre d’e´nergie continu a` partir de ze´ro. Ainsi, le spectre e´lectron-trou est continu
et les interactions ne peuvent plus former une paire se propageant de manie`re cohe´rente aussi
facilement. Dans tous les cas, de´finir une the´orie en termes d’excitations bosoniques est beaucoup
moins e´vident en dimension supe´rieure a` 1.
A la limite de basse e´nergie, les excitations e´lectrons-trous en dimension D = 1 sont exac-
tement cohe´rentes et donc, les fluctuations des densite´s ρRσ et ρLσ cre´ent des particules qui se
propagent. On peut alors se demander si tout ope´rateur peut eˆtre exprime´ en fonction de ρRσ
et ρLσ, en particulier les ope´rateurs de cre´ation et d’annihilation d’une particule unique. Cela
est effectivement possible comme nous le verrons par la suite. Le champs fermionique droit peut
effectivement s’exprimer comme
ψRσ(x) =
1√
2pi
exp[2pii
∫ x
dx′ ρRσ(x′)] (2.88)
Dans le reste de ce chapitre nous prouverons que l’e´quation (2.126) est e´quivalente a` ce qui
pre´ce`de.
2.8.2 Le boson libre en dimension D = 1
Prenons le temps de de´finir exactement le boson libre en dimension D = 1. Ceci peut eˆtre
fait a` partir du Lagrangien. Pour un champ de boson sans masse ϕ le Lagrangien est
L0 =
1
2
∫
dx [
1
v
(∂tϕ)
2 − v(∂xϕ)2] (2.89)
ou` v est la vitesse des bosons. L’Hamiltonien correspondant est alors
HKin = 1
2
v[Π2 + (∂xϕ)
2] Π =
1
v
∂tϕ (2.90)
avec Π le champ conjugue´ de ϕ ; les deux champs obe´issent aux relations de commutation cano-
niques
[ϕ(x),Π(x′)] = iδ(x − x′) [ϕ(x), ϕ(x
′)] = 0
[Π(x),Π(x′)] = 0 (2.91)
La de´composition en modes pour les champs ϕ et Π sur la ligne infinie est
ϕ(x) =
∫
dk
2pi
√
v
2ω(k)
[b(k) eikx + b†(k) e−ikx]
Π(x) =
∫
dk
2pi
√
ω(k)
2v
[−ib(k) eikx + ib†(k) e−ikx] (2.92)
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avec ω(k) ≡ v|k|. Les ope´rateurs de cre´ation et d’annihilation ve´rifient les re`gle de commutation
[b(k), b†(k′)] = 2piδ(k − k′) (2.93)
et l’Hamiltonien peut eˆtre exprime´ comme
HKin =
∫
dk
2pi
ω(k)b†(k)b(k) (2.94)
Le fondamental (le vide) |0〉 est de´truit par tous les b(k), et posse`de une e´nergie nulle par
convention. Comme les fermions, les bosons en dimension D = 1 se de´placent soit vers la gauche
soit vers la droite. Ainsi l’e´volution temporelle des ope´rateurs d’annihilation s’obtient en les
multipliant par la phase e−iv|k|t, lorsque le boson est sans masse. Il est alors possible de proce´der
a` une se´paration en partie droite et gauche (du point de vue de la propagation). On e´crit
ϕ(x, t) = φR(x− vt) + φL(x+ vt) (2.95)
avec
φR(z) =
∫
k>0
dk
2pi
1√
2k
[b(k) e−kz + b†(k) ekz]
φL(z¯) =
∫
k>0
dk
2pi
1√
2k
[b¯(k) e−kz¯ + b¯†(k) ekz¯] (2.96)
Les variables z and z¯ sont de´finies par l’e´q. (2.70). Remarquons que les vecteurs d’onde ne
prennent que des valeurs positives car nous avons pose´ b¯(k) ≡ b(−k).
Le champ dual
Il est commun d’introduire le boson dual ϑ(x, t), par la relation ∂xϑ = −Π = − 1v∂tϕ. En
termes de bosons droits et gauches φR and φL, cela devient (cf e´q. (2.71))
∂xϑ = −1
v
∂tϕ
= −i(∂z + ∂z¯)(φR + φL)
= −i(∂z − ∂z¯)(φR − φL)
= ∂x(φR − φL) (2.97)
et donc θ = φR−φL, modulo une constante additive que l’on impose nulle. On peut alors e´crire
φR =
1
2
(ϕ+ ϑ) φL =
1
2
(ϕ− ϑ) (2.98)
si l’on de´sire une de´finition de φR et φL qui soit inde´pendante de la de´composition en mode.
Comme ϑ a une expression non-locale en termes de Π (i.e., il s’exprime a` partir d’une inte´grale
spatiale), l’expression pre´ce´dente manifeste bien le fait que les parties droites et gauches φR et
φL ne sont pas de ve´ritables champs locaux par rapport a` ϕ. La de´finition de ϑ a` partir de Π
implique les relations de commutations a` temps coı¨ncidant
[ϕ(x), ϑ(x′)] = −iθ(x− x′) (2.99)
ou` θ(x) est la fonction de Heaviside (a` ne pas confondre avec ϑ) ce qui souligne le caracte`re non
local de la relation entre ϕ et ϑ (le commutateur est non-nul meˆme a` grande distance).
53
2.8.3 Repre´sentation du champ de fermions par des bosons
Proce´dons maintenant a` une de´rivation heuristique et incomple`te des formules de bosonisa-
tion. L’ide´e de base est la suivante (nous ne´gligeons l’indice de spin pour le moment) : la densite´
e´lectronique ntot. e´tant biline´aire en les champs e´lectroniques, elle posse`de une statistique de
Bose. On peut supposer qu’elle est proportionnelle a` la de´rive´e d’un champs bosonique.
ϕ(x) = λ
∫ ∞
x
dy ntot.(y) ntot.(x) = − 1
λ
∂xϕ(x) (2.100)
ou` λ est une constante a` de´terminer. Cre´er un fermion a` la position x′ augmente ϕ de λ quand
x < x′. Ceci a exactement le meˆme effet que l’ope´rateur
exp[−iλ
∫ x′
−∞
dy Π(y)] (2.101)
qui agit comme un ope´rateur de de´calage pour ϕ(x) quand x < x′, en raison des relations de
commutation
[ϕ(x),
∫ x′
−∞
dy Π(y)] =
{
i (x < x′)
0 (x > x′)
}
(2.102)
Ainsi, l’ope´rateur de cre´ation ψ†R(x
′) ou ψ†L(x
′) peut eˆtre repre´sente´ par l’ope´rateur pre´ce´dent
multiplie´ par un ope´rateur qui commute avec ϕ ( eiαϕ, par exemple). Ce terme supple´mentaire
doit eˆtre choisi de sorte que ψ†R ne de´pende que de x−vt, et ψ†L que de x+vt. Les de´compositions
gauche-droite (2.95) et (2.98) sont utiles ici. Comme
Π =
1
v
∂tϕ = −∂xϑ (2.103)
nous avons
−iλ
∫ x′
−∞
dy Π(y) = iλϑ(x′) (2.104)
a` partir desquels on obtient des champs se de´plac¸ant exclusivement a` droite ou a` gauche en ajou-
tant ou soustrayant − 12 iαϕ(x′). Ainsi, un Ansatz raisonnable pour obtenir une repre´sentation
bosonique de l’ope´rateur de cre´ation d’e´lectron est
ψ†R(x) = A e
2iλφR(x) ψ†L(x) = A e
−2iλφL(x) (2.105)
ou` les constantes A et λ restent a` de´terminer, par exemple en imposant les relations d’anticom-
mutation (2.76). C’est ce que nous ferons plus loin.
Les e´tats a` un e´lectron ψ†R|0〉, e´tant engendre´s par des exponentielles d’ope´rateur de cre´ation
de bosons ; ce sont des e´tats cohe´rents du champs de boson φR. D’autre part, les excitations
bosoniques e´le´mentaires sont des fluctuations collectives de densite´ (ou de spin) i.e des excitations
e´lectrons-trous.
2.9 De´tails de la proce´dure de bosonisation
2.9.1 Ope´rateurs de vertex
Avant de de´terminer les constantes A et λ de (2.105), examinons pre´cise´ment l’ope´rateur
exponentiel eiαφR (un tel ope´rateur est appele´ ope´rateur de vertex ). Comme φR est soumis a` des
fluctuations, les puissances ou des fonctions encore plus complique´es de φR doivent eˆtre de´finies
avec pre´cision afin de ne pas diverger en valeur moyenne. La prescription usuellement utilise´e
est appele´e l’ordre normal et consiste a` de´velopper φR en modes et a` placer tous les ope´rateurs
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d’annihilation a` droite des ope´rateurs de cre´ation. Ainsi, l’ope´rateur exponentiel posse`de la
de´finition pre´cise suivante :
: eiαφR(x−vt) := eiαQ exp[iα
∑
n>0
1√
4pin
b†n e
kz] exp[iα
∑
n>0
1√
4pin
bn e
−kz] e−iαP (x−vt)/2L (2.106)
P est conside´re´ comme un ope´rateur d’annihilation car le fondamental bosonique |0〉 posse`de le
moment nul. La notation : A : signifie que l’ope´rateur A est ordonne´ normalement.
En raison de l’ordre normal, les ope´rateurs de vertex ne se multiplient pas comme des expo-
nentielles ordinaires. A la place, nous utiliserons plutoˆt la relation
: eiαφR(z) :: eiβφR(z
′) :=: eiαφR(z)+iβφR(z
′) : e−αβ〈φR(z)φR(z
′)〉 (2.107)
ou` 〈φR(z)φR(z′)〉 est simplement la valeur moyenne par rapport au fondamental si le terme de
gauche est un produit ordinaire, ou une fonction de Green s’il s’agit d’un produit ordonne´ nor-
malement. Ceci est une formule tre`s importante, que l’on de´montre par la formule de Campbell-
Baker-Hausdorff (CBH) :
eA eB = eA+B e
1
2
[A,B] ([A,B] = const.) (2.108)
Conside´rons par exemple, un simple oscillateur harmonique a et deux ope´rateurs
A = αa+ α′a† B = βa+ β′a† (2.109)
la formule CBH permet la combinaison des exponentielles normalement ordonne´es :
: eA :: eB : = eα
′a† eαa eβ
′a† eβa
= eα
′a† eβ
′a† eαa eβa eαβ
′
= : eA+B : e〈0|AB|0〉 (2.110)
Les deux dernie`res e´galite´s sont aussi valables si (a, a†) est remplace´ dans le meˆme ordre , par
la paire (p, q) d’ope´rateurs canoniques conjugue´s ([q, p] = i). Cela s’applique aussi a` une collec-
tion d’ope´rateurs inde´pendants, tels que les champs bosoniques φR ou φL. Enfin, ces formules
sont encore valables pour un produit ordonne´ dans le temps comme pour le produit normal, a`
condition de remplacer 〈0|AB|0〉 par un produit ordonne´ dans le temps. Ainsi, l’identite´ (2.107)
est prouve´e et dore´navant, nous ne marquerons plus le symbole d’ordonnement normal pour les
ope´rateurs de vertex.
Il nous reste a` calculer la fonction de Green 〈φR(z)φR(z′)〉. Ceci peut eˆtre re´alise´ de diffe´rentes
manie`res. Par exemple, on peut utiliser le de´veloppement en modes [14] et prendre la limite
L→∞ :
〈φR(z)φR(0)〉 = − i
2L
(vt− x) + 1
4pi
∑
n>0
1
n
e−2pinz/L
= − z
2L
− 1
4pi
ln
2piz
L
→ − 1
4pi
ln z + const. (L→∞) (2.111)
Nous allons adopter la normalisation
〈φR(z)φR(z′)〉 = − 1
4pi
ln(z − z′) (2.112)
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et supprimer le terme constant, qui ne fait que de´finir une e´chelle de longueur. On obtient de la
meˆme manie`re
〈φL(z¯)φL(z¯′)〉 = − 1
4pi
ln(z¯ − z¯′) (2.113)
Une autre manie`re de calculer la fonction de Green du boson est de noter que la fonction de
Green non-chirale G(x, τ) = 〈ϕ(x, τ)ϕ(0, 0)〉 doit ve´rifier l’e´quation de Poisson a` D = 2
∇2G = δ(x)δ(vτ) (2.114)
en espace Euclidien. La solution de cette e´quation en coordonne´es polaires (modulo une constante
a` de´terminer par le the´ore`me de Gauss) :
G(x, vτ) = − 1
4pi
ln(x2 + v2τ2) = − 1
4pi
ln(zz¯) (2.115)
Le re´sultat est alors e´quivalent a` celui que l’on peut infe´rer a` partir de la de´composition en
modes, sachant que
〈ϕ(x, τ)ϕ(0, 0)〉 = 〈φR(z)φR(0)〉 + 〈φL(z¯)φL(0)〉 (2.116)
La formule (2.107) peut eˆtre re´e´crite
eiαφR(z) eiβφR(z
′) = eiαφR(z)+iβφR(z
′)(z − z′)αβ/4pi (2.117)
Nous sommes maintenant en mesure de de´montrer l’e´quivalence bosons-fermions au niveau
des relations de (anti)commutation. En re´alite´, il est plus simple de de´terminer les constantes A et
λ de (2.105) en comparant les fonctions de Green plutoˆt que de simplement conside´rer les (anti-
)commutateurs a` temps co¨ıncidant (ceci permet d’e´viter les singularite´s a` temps coı¨ncidant). Le
propagateur e´lectronique est calcule´ a` partir du de´veloppement en modes (2.77)20 :
〈ψR(z)ψ†R(z′)〉 =
∫
k>0
dk
2pi
∫
q>0
dq
2pi
〈0|α(k)β†(q)|0〉 e−kz+qz′
=
∫
k>0
dk
2pi
e−k(z−z
′)
=
1
2pi
1
z − z′ (2.118)
ou` nous avons suppose´ que τ > τ ′, ce qui assure la convergence de l’inte´grale et de´coule du
produit ordonne´ dans le temps. Ainsi,
〈ψ†R(z)ψR(z′)〉 =
1
2pi
1
z − z′ (2.119)
L’anticommutateur correct est obtenu en prenant la limite des temps coı¨ncidant :
{ψR(x, 0), ψ†R(x′, 0)} = limε→0(〈ψR(ε− ix)ψ
†
R(−ix′)〉+ 〈ψ†R(ε− ix′)ψR(−ix)〉)
=
1
2pi
lim
ε→0(
1
ε− i(x− x′) +
1
ε− i(x′ − x))
=
1
2pi
lim
ε→0
2ε
(x− x′)2 + ε2 = δ(x − x
′) (2.120)
(ψR ou ψL avec un seul argument sont des fonctions de z ou z¯). On ve´rifie aise´ment que la
fonction de Green (2.118) en espace-temps posse`de l’expression attendu en espace re´ciproque
(moment-fre´quence) :
1
2pi
1
z − z′ −→
1
ω − v|k| (2.121)
20Ce calcul a` e´te´ re´alise´ avec le formalisme des inte´grales de chemin dans [13].
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Pour de´montrer (2.105) et fixer les valeurs de A et λ, on doit calculer
〈ψR(z)ψ†R(z′)〉 = A2〈 e−2iλφR(z) e2iλφR(z
′)〉 (2.122)
A partir de la relation (2.117)
〈ψR(z)ψ†R(z′)〉 = A2〈 e−2iλ(φR(z)−φR(z
′))〉(z − z′)−λ2/pi
= A2(z − z′)−λ2/pi (2.123)
Notons que la valeur moyenne ordonne´e normalement
〈 e−iαφR(z)−iβφR(z′)〉 (2.124)
est non-nulle seulement si α+ β = 0. Ceci peut eˆtre infe´re´ a` partir de l’action de l’ope´rateur de
mode ze´ro Q :
〈0| ei(α+β)Q e−i(α+β)P/2L|0〉 (2.125)
s’annule si α+ β 6= 0, car l’exponentiel de Q agissant sur |0〉 conduit a` un autre e´tat propre de
P , avec la valeur propre α+β ; cet e´tat est orthogonal a` |0〉. La condition α+β = 0 est appele´e
condition de neutralite´.21 En comparant (2.123) avec (2.118), on conclut que la constante λ
doit eˆtre
√
pi et que A doit eˆtre 1/
√
2pi. Les formules de bosonisation correctes sont alors
ψR(x) =
1√
2pi
e−i
√
4piφR(x) ψ†R(x) =
1√
2pi
ei
√
4piφR(x)
ψL(x) =
1√
2pi
ei
√
4piφL(x) ψ†L(x) =
1√
2pi
e−i
√
4piφL(x)
(2.126)
2.9.2 Bosonisation de l’Hamiltonien e´lectronique libre
les formules de bosonisation (2.126) sont la base de la transformation fermions–bosons utilise´e
pour de nombreux ope´rateurs. Toutefois, ce processus est souvent subtil, dans la mesure ou`
l’ordre normal de ces ope´rateurs est indispensable. Prenons par exemple les densite´s de fermions
chiraux ρR et ρL. L’ordre normal peut eˆtre construit a` partir du de´veloppement en modes. Mais
il existe une manie`re plus courte et e´le´gante de proce´der que l’on de´signe par le de´veloppement
en produit d’ope´rateurs (OPE ou point-splitting en anglais) et que l’on de´finit comme
ρR(z) = lim
ε→0[ψ
†
R(z + ε)ψR(z)− 〈ψ†R(z + ε)ψR(z)〉] (2.127)
ou` ε est pris a` temps positif (de sorte a` apparaˆıtre comme ici, apre`s ordonnement dans le temps).
Cette limite doit eˆtre prise apre`s avoir applique´ les formules de bosonisation et la relation (2.107) :
ρR =
1
2pi
lim
ε→0[ e
i
√
4piφR(z+ε) e−i
√
4piφR(z) − 1
ε
]
=
1
2pi
lim
ε→0[ e
i
√
4pi[φR(z+ε)−φR(z)] 1
ε
− 1
ε
]
=
1
2pi
lim
ε→0[ e
iε
√
4pi∂zφR(z)
1
ε
− 1
ε
]
=
1
2pi
i
√
4pi∂zφR =
i√
pi
∂zϕ (2.128)
nous avons proce´der a` un de´veloppement de Taylor a` la dernie`re ligne. On fait de meˆme pour la
densite´ gauche, sauf que le signe est oppose´ et
ρR =
i√
pi
∂zϕ ρL = − i√
pi
∂z¯ϕ (2.129)
21Cette terminologie provient de l’analogie avec le gaz de Coulomb a` D = 2 en me´canique statistique.
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(notons que ∂zφR = ∂zϕ et ∂z¯φL = ∂z¯ϕ).
La meˆme proce´dure de de´veloppement en produit d’ope´rateurs Eq. (2.128) est utilise´e pour
de´montrer l’e´quivalence entre l’Hamiltonien e´lectronique (2.80) et l’Hamiltonien bosonique (2.90),
sauf qu’il faut de´velopper aux ordres supe´rieurs. Pre´cise´ment, une expression du type ψ †R∂xψR
doit eˆtre e´value´e comme
ψ†R∂xψR = −i limε→0{ψ
†
R(z + ε)∂zψR(z)− 〈ψ†R(z + ε)∂zψR(z)〉} (2.130)
La limite est e´value´e en utilisant les OPE suivants (a` l’ordre ε2), obtenues a` partir des formules
de bosonisation et de la relation (2.107) :
ψR(z
′)ψ†R(z) =
1
2piε
+ i
1√
pi
∂zϕ+ i
ε√
4pi
∂2zϕ− ε(∂zϕ)2
ψ†R(z
′)ψR(z) =
1
2piε
− i 1√
pi
∂zϕ− i ε√
4pi
∂2zϕ− ε(∂zϕ)2
ψL(z¯
′)ψ†L(z¯) =
1
2piε¯
− i 1√
pi
∂z¯ϕ− i ε¯√
4pi
∂2z¯ϕ− ε¯(∂z¯ϕ)2
ψ†L(z¯
′)ψL(z¯) =
1
2piε¯
+ i
1√
pi
∂z¯ϕ+ i
ε¯√
4pi
∂2z¯ϕ− ε¯(∂z¯ϕ)2 (2.131)
avec ε = z′ − z et ε¯ = z¯′ − z¯, et les champs du membre de droite sont conside´re´s comme
des fonctions de (z, z¯) seulement, la de´pendance en (z ′, z¯′) est exclusivement contenue dans
les puissances de ε et ε¯. La limite (2.130) est obtenue en de´rivant par rapport a` z ou z¯ les
de´veloppements pre´ce´dents. On obtient alors
ψR(z
′)ψ†R(z) =
1
2piε
+ i
1√
pi
∂zϕ+ i
ε√
4pi
∂2zϕ− ε(∂zϕ)2
ψ†R(z
′)ψR(z) =
1
2piε
− i 1√
pi
∂zϕ− i ε√
4pi
∂2zϕ− ε(∂zϕ)2
ψL(z¯
′)ψ†L(z¯) =
1
2piε¯
− i 1√
pi
∂z¯ϕ− i ε¯√
4pi
∂2z¯ϕ− ε¯(∂z¯ϕ)2
ψ†L(z¯
′)ψL(z¯) =
1
2piε¯
+ i
1√
pi
∂z¯ϕ+ i
ε¯√
4pi
∂2z¯ϕ− ε¯(∂z¯ϕ)2 (2.132)
En proce´dant a` une substitution e´vidente, l’Hamiltonien (2.80) devient alors
HKin = −v
∫
dx [(∂zϕ)
2 + (∂z¯ϕ)
2]
= piv
∫
dx (ρ2R + ρ
2
L) (2.133)
ce qui est pre´cise´ment l’Hamiltonien de boson (2.90), apre`s avoir utilise´ les relations (2.71). Ainsi
l’e´quivalence entre un boson libre et un fermion libre est de´montre´e au niveau de l’Hamiltonien.
Remarquons que nous n’avons pas de´montre´ l’e´quivalence au niveau des Lagrangiens. De plus,
une preuve rigoureuse de la bosonisation ne peut se faire qu’au niveau du spectre. Nous laisserons
de cote´ ces deux points qui de´passent le cadre de ce manuscrit. L’e´quivalence spectrale des bosons
et des fermions est toutefois traite´e dans [14].
2.9.3 Facteurs de Klein
On peut supposer que l’on a plusieurs espe`ces fermioniques, indice´es par des lettres grecques :
ψRµ. La bosonisation exige alors un nombre e´gal d’espe`ces bosoniques φRµ et les formules (2.126)
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demeurent valables, excepte´ le fait qu’elles ne fournissent pas les relations de commutation
entre les diffe´rentes espe`ces. En re´alite´, ce proble`me survient e´galement pour une espe`ce unique
dans la mesure ou` les fermions droits et gauches ψR et ψL doivent anticommuter, alors que les
champs φR et φL commutent.
22 Une solution consiste a` introduire un facteur d’anticommutation
supple´mentaire, les fameux facteurs de Klein, dans les formules de bosonisation :
ψRµ(x) =
1√
2pi
ηµ e
−i√4piφRµ(x) ψ†Rµ(x) =
1√
2pi
ηµ e
i
√
4piφRµ(x)
ψLµ(x) =
1√
2pi
η¯µ e
i
√
4piφLµ(x) ψ†Lµ(x) =
1√
2pi
η¯µ e
−i√4piφLµ(x)
(2.134)
Les facteurs de Klein ηµ and η¯µ sont Hermitiens et ve´rifient l’alge`bre de Clifford :
{ηµ, ην} = {η¯µ, η¯ν} = 2δµν {ηµ, η¯ν} = 0 (2.135)
Les facteurs de Klein agissent sur un espace de Hilbert distinct de l’espace de Hilbert des bosons
ge´ne´re´s par les modes [14]. Cette expansion de l’espace de Hilbert doit eˆtre compense´, en quelque
sorte, en “fixant une jauge” : l’ Hamiltonien doit eˆtre diagonal dans cet espace des facteurs de
Klein ainsi que les observables physiques. Ainsi, un e´tat propre de Klein est choisi et le reste de
l’espace de Hilbert de Klein s’en de´couple.
2.9.4 Bosonisation des interactions
On peut finalement se tourner vers les quatre interactions de base de la g-ologie (2.28). Pour
ceci, il convient d’introduire le spin : nous avons besoin de deux bosons ϕ↑ et ϕ↓. Le champ de
boson peut eˆtre combine´ en composantes de spin et de charge :
ϕc =
1√
2
(ϕ↑ + ϕ↓) ϕs =
1√
2
(ϕ↑ − ϕ↓) (2.136)
et de meˆme pour les composantes chirales φRc,s et φLc,s.
Le terme d’interaction (g2) est assez simple a` bosoniser, dans la mesure ou` il ne fait intervenir
que des ope´rateurs de densite´ :
Hc2 =
vg2,c
pi
∑
σ,σ′
∂zϕσ∂z¯ϕσ′ =
2vg2,c
pi
∂zϕc∂z¯ϕc (2.137)
et de meˆme pour les interactions de spin :
Hs2 =
2vg2,s
pi
∂zϕs∂z¯ϕs (2.138)
De meˆme, les termes en avant (g4) sont
Hc4 = −
vg4,c
2pi
[(∂zϕ↑ + ∂zϕ↓)2 + (∂z¯ϕ↑ + ∂z¯ϕ↓)2]
= −vg4,c
pi
[(∂zϕc)
2 + (∂z¯ϕc)
2] (2.139)
et
Hs4 = −
vg4,s
pi
[(∂zϕs)
2 + (∂z¯ϕs)
2] (2.140)
22Ceci est vrai avec des conditions aux limites pe´riodiques. Sur la ligne infinie, avec conditions aux limites nulles
en x = ±∞, ce n’est plus vrai et [φR(x), φL(x′)] = 14 i. Cette relation assure l’anticommutation {ψR(x), ψL(x′)} =
0.
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2.10 Solution exacte du mode`le de Tomonaga-Luttinger
2.10.1 Renormalisation du champ et de la vitesse
L’inte´reˆt de la bosonisation repose sur sa capacite´ a` repre´senter les interactions entre fer-
mions, pre´cise´mentH2 et H4, comme des termes sans interactions pour l’Hamiltonien bosonique.
Le mode`le e´lectronique continu de´fini par la densite´ Hamiltonienne
HT.L. = HKin +H2,c +H2,s +H4,c +H4,s (2.141)
est appele´ le mode`le de Tomonaga-Luttinger. La partie libre HKin apparaˆıt comme la somme
de the´ories libres de bosons pour le spin et la charge, avec la meˆme vitesse v. Comme on l’a
vu pre´ce´demment a` la section 2.9.4, chaque terme d’interaction est exprime´ soit en termes de
bosons de spin ou de bosons de charge. Ainsi, l’Hamiltonien total est la somme d’un Hamiltonien
de spin et de charge i.e., les deux secteurs (charge et spin) sont comple`tement de´couple´s :23
HT.L. = Hc +Hs (2.142)
Quand on l’exprime en terme de bosons de charge et de spin – plus pre´cise´ment, en termes
de champs conjugue´s Πµ et de ∂xϕµ – l’ Hamiltonien de chaque secteur devient
Hµ = Hµ0 +Hµ2 +Hµ4 avec
H0,µ = 1
2
v[Π2µ + (∂xϕµ)
2]
H2,µ = −vg2,µ
2pi
[Π2µ − (∂xϕµ)2]
H4,µ = vg4,µ
2pi
[Π2µ + (∂xϕµ)
2] (2.143)
avec µ = c, s. En combinant ces expressions, on trouve
Hµ = 1
2
vµ[KµΠ
2
µ +
1
Kµ
(∂xϕµ)
2] (2.144)
ou`
Kµ =
√
pi − g2,µ + g4,µ
pi + g2,µ + g4,µ
vµ = v
√
(1 +
g4,µ
pi
)2 − (g2,µ
pi
)2 (2.145)
La constante Kµ est simplement une renormalisation du champs ϕµ. Cela apparaˆıt plus claire-
ment dans le Lagrangien associe´ :
Lµ =
1
2Kµ
∫
dx [
1
vµ
(∂tϕµ)
2 − vµ(∂xϕµ)2] (2.146)
L’Hamiltonien (2.144) peut eˆtre re´exprime´ sous forme canonique (2.90) simplement en introdui-
sant les ope´rateurs renormalise´s
ϕ′µ =
1√
Kµ
ϕµ Π
′
µ =
√
KµΠµ (2.147)
qui obe´issent encore aux relations de commutation canoniques. Remarquons que nous avons
suppose´ que les couplages g2,µ et g4,µ ne de´pendent pas du moment k. Cela n’est toutefois pas
ne´cessaire : les solutions pre´ce´dentes du mode`le de Tomonaga-Luttinger peuvent eˆtre rede´rive´es
23Ceci est vrai pour les champs mais pas exactement au niveau du spectre ou` les choses sont un peu plus
complique´es. Il est, en effet manifeste que les nombres d’excitations de spin et de charge ne sont pas inde´pendants,
car le nombre total d’e´lectrons est conserve´.
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avec des couplages g2,µ(k) and g4,µ(k) de´pendants du moment k, et ce pour la simple raison que
l’Hamiltonien bosonique est quadratique et que les diffe´rents moments sont donc de´couple´s. En
particulier, les formules pre´ce´dentes pour la renormalisation de la vitesse peuvent servir pour
e´crire la relation de dispersion des excitations de charge :
ω(k) = vc|k| = v|k|
√
(1 +
g4,µ(k)
pi
)2 − (g2,µ(k)
pi
)2 (2.148)
Par souci de simplicite´, nous ne prendrons pas en compte une telle de´pendance qui re´apparaˆıtra
toutefois dans les chapitres suivants.
2.10.2 Me´lange des champs droits et gauches
Les perturbations H2,µ de (2.143) me´langent les bosons droits et gauches. On s’attend alors
a` ce que les nouveaux e´tats propres soient des combinaisons line´aires des excitations droites et
gauches. En effet, la renormalisation du champ ϕ (ϕ′ = ϕ/
√
K) implique une renormalisation
inverse de son moment conjugue´ Π – et donc du champs dual ϑ – de fac¸on a` pre´server les
relations de commutation canoniques : ϑ′ = ϑ
√
K (nous ne´gligeons les indices de spin/charge
pour l’instant). Donc, les bosons droits et gauches φR et φL ne sont pas simplement renormalise´s
par K, ils sont me´lange´s :
φR =
1
2
(ϕ+ ϑ)→ φ′R =
1
2
(
1√
K
ϕ+
√
Kϑ)
φL =
1
2
(ϕ− ϑ)→ φ′L =
1
2
(
1√
K
ϕ−
√
Kϑ) (2.149)
Si on exprime les anciens bosons droits et gauches (φR et φL) en terme des nouveaux (φ
′
R et φ
′
L)
et si on de´finit ξ comme K = e2ξ, on trouve
φR = cosh ξ φ
′
R + sinh ξ φ
′
L
φL = sinh ξ φ
′
R + cosh ξ φ
′
L (2.150)
En terme de de´veloppement en modes, le me´lange des e´tats droit-gauche est une transformation
de Bogoliubov des ope´rateurs de cre´ation et d’annihilation :
bn = cosh ξ b
′
n + sinh ξ b¯
′
n
†
b¯n = sinh ξ b
′
n
† + cosh ξ b¯′n (2.151)
Ainsi, le champs de fermions ψR↑, un champs ne se propageant que vers la droite dans le syste`me
sans interactions devient un me´lange de champs se propageant a` droite et a` gauche dans le mode`le
de Tomonaga-Luttinger, si Kµ 6= 1 (i.e., si g2,µ 6= 0). Conside´rons par exemple le cas Ks = 1,
Kc 6= 1 :
ψR↑(x, τ) =
1√
2pi
η↑ e−i
√
4piφR↑
=
1√
2pi
η↑ e−i
√
2piφRc e−i
√
2piφRs
=
1√
2pi
η↑ e−i
√
2pi cosh ξ φR′c e−i
√
2pi sinh ξ φL′c e−i
√
2piφRs (2.152)
C’est le re´sultat auquel on s’attend, dans la mesure ou` les interactions H2 entourent l’e´lectron
libre d’un nuage d’e´lectrons droits et gauches.
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2.10.3 Fonctions de correlations
Fonctions de Green
Une fois que l’on a` re´alise´ la renormalisation (2.145), le calcul de quantite´s physiques (fonc-
tions de corre´lations) est simple, au moins en espace re´el. La fonction de Green a` une particule
G↑(x, τ) = 〈c↑(x, τ)c†↑(0, 0)〉 (2.153)
A moment proche de ze´ro, en termes de champs continus, cela devient24
G↑(x, τ) = 〈ψR↑(x, τ)ψ†R↑(0, 0)〉 + 〈ψL↑(x, τ)ψ†L↑(0, 0)〉 (2.154)
Conside´rons uniquement la partie se propageant a` droite, dans le cas Ks = 1 et Kc 6= 1 pour
simplifier. En utilisant l’e´quation (2.152), cela devient
〈ψR↑(x, τ)ψ†R↑(0, 0)〉 =
1
2pi
〈 e−i
√
2pi cosh ξ φR′c(zc) ei
√
2pi cosh ξ φR′c(0)〉
×〈 ei
√
2pi sinh ξ φL′c(z¯c) e−i
√
2pi sinh ξ φL′c(0)〉
×〈 e−i
√
2piφR′s(zs) ei
√
2piφR′s(0)〉
=
1
2pi
1
(vcτ − ix) 12 cosh2 ξ
1
(vcτ + ix)
1
2
sinh2 ξ
1
(vsτ − ix)1/2
=
1
2pi
1
(vcτ − ix)1/2
1
|vcτ − ix|θc
1
(vsτ − ix)1/2
(2.155)
ou` la diffe´rence de vitesse entre la charge et le spin re´clame une distinction entre les coordonne´es
complexes de spin et de charge (zs et zc). Nous avons introduit l’exposant
25
θc =
1
4
(Kc +
1
Kc
− 2) (2.156)
En prenant la transforme´e de Fourier en temps et en espace, la fonction de Green conduit a` un
terme spectral e´tendu,26 comme illustre´ a` la Fig. (2.31). Cette densite´ spectrale a une singularite´
alge´brique au voisinage ω = ±vcq et ω = vsq, avec des exposants lie´s a` θc. A partir de cette
fonction spectrale, il peut eˆtre montre´ que la distribution en fonction du moment n(k) a une
singularite´ alge´brique au niveau de Fermi :
n(k) = n(kf )− const.× sgn(k − kf )|k − kf |θc (2.157)
et la densite´ d’e´tat a` une particule e´galement : N(ω) ∼ |ω|θc . A pre`s avoir de´taille´ le traitement
du liquide de Luttinger, nous pouvons conside´rer la the´orie des liquides de Luttinger chiraux qui
repose largement sur les meˆmes principes.
2.11 Liquide de Tomonaga-Luttinger chiral
2.11.1 The´orie hydrodynamique de Wen
Nous conside´rons ici la situation ide´ale ou` l’e´tat de Hall fractionnaire est re´alise´ au niveau
du bord. Nous allons montrer que le bord est de´crit par un mode`le de Luttinger chiral, tre`s
24Il apparaˆıt une singularite´ au voisinage de k = 2kf si K < 1.
25On trouve aussi la notation γc =
1
2
θc, de meˆme que αc = θc.
26Un calcul de´taille´ de la densite´ spectrale a` partir de la fonction de Green en espace et temps a e´te´ re´alise´ dans
[15]
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A(k,ω)
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Fig. 2.31 – Fonction de densite´ spectrale A(k, ω) typique du mode`le de Tomonaga-Luttinger ,
avec Ks = 1. Les exposants que l’on voit en haut correspondent aux trois singularite´s : (ω+vcq)
θc ,
(ω − vsq)θc−1/2 et (ω − vcq)(θc−1)/2.
proche du mode`le de Luttinger de´crit pre´ce´demment. La relation entre les deux a e´te´ de´montre´e
par Wen, qui suppose seulement qu’il existe une se´paration nette entre un liquide de facteur de
remplissage uniforme et le vide ou` le facteur de remplissage est nul. Wen a utilise´ l’action effective
afin d’obtenir l’Hamiltonien du bord. On conside`re deux axes x et y au bord de l’e´chantillon
comme sur la Fig. (2.32). Dans la re´gion y < 0, se trouve le syste`me de Hall fractionnaire
a` un remplissage ν le rendant incompressible, alors que la re´gion y > 0 correspond au vide.
L’incompressibilite´ de l’e´tat de Hall fractionnaire est responsable du gap des excitations du
volume et donc les seules excitations de basse e´nergie du syste`me sont restreintes au bord ou` la
se´paration entre le liquide de Hall et le vide peut se de´former. Conside´rons alors une excitation
responsable de la de´formation de la ligne de se´paration originellement d’e´quation y = 0 qui
devient alors y = f(x). Il y a donc un exce`s d’e´lectron au bord. La densite´ e´lectronique en exce`s
(associe´e a` la de´formation du bord) par unite´ de longueur est alors :
ρ(x) =
ν
2pil2
f(x) (2.158)
ou` on reconnait la relation ne = ν/(2pil
2) (cf section 2.6.1. Il est possible de calculer l’e´nergie
accompagnant cette de´formation. Si le potentiel de confinement au bord de l’e´chantillon est U(y),
pour une excitation est de basse e´nergie, on peut approximer U(y) par une fonction line´aire en
y. La variation d’e´nergie sur l’intervalle de longueur ∆x est alors :
δE =
1
2
{U(f(x))− U(0)} ρ(x)∆x (2.159)
Les e´lectrons du bord se propagent dans un seul sens et ont une vitesse :
v =
1
|qe|B
∂U
∂y
(2.160)
Avec U(y) = |qe|Bvy, l’e´nergie potentielle totale due a` cette de´formation est donc :
E =
2pih¯v
2ν
∫
dxρ(x)2 (2.161)
En me´canique quantique ρ(x) devient un ope´rateur et l’Hamiltonien est donne´ par l’e´nergie E.
H = piv
ν
∫
dxρ(x)2 (2.162)
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Fig. 2.32 – Onde de densite´ du bord d’un fluide de Hall quantique fractionnaire (plasmon).
Quand il y aucune perturbation de densite´, la frontie`re est une ligne droite. En pre´sence d’un
plasmon, il apparaˆıt un exce`s de charge par endroits et un de´faut ailleurs.
Il nous reste maintenant a` de´terminer les relations de commutation entre ces ope´rateurs.
Conside´rons l’Hamiltonien suivant :
H′ = H−
∫
dxµ(x)ρ(x) (2.163)
Cette perturbation induit un courant dans le syste`me, et si l’on est dans le cas de l’effet Hall
quantique fractionnaire, ∂µ
∂x
se comporte comme un champ e´lectrique dans la direction x, de
sorte que le courant s’e´coule dans la direction y, avec une densite´ de courant jy(x) donne´e par :
jy(x) = ν
∂µ
∂x
(2.164)
Cette densite´ obe´it a` la loi de conservation :
∂ρ(x, t)
∂t
+
∂jx(x, t)
∂x
= jy(x, t) (2.165)
Par ailleurs, l’e´quation de Heisenberg donne :
∂ρ(x, t)
∂t
=
i
h¯
[H, ρ(x, t)] − i
h¯
∫
dx′µ(x′)
[
ρ(x′), ρ(x)
]
(2.166)
Ces deux e´quations doivent eˆtre identiques pour n’importe quelle fonction µ(x), donc le second
terme doit eˆtre le meˆme, et nous obtenons la relation :[
ρ(x′), ρ(x)
]
= − iν
2pi
d
dx′
δ(x− x′) (2.167)
qui s’e´crit en transforme´e de Fourier :
[ρk, ρ−k′ ] = δk,k′
νk
2pi
(2.168)
Cette relation est l’alge`bre de Kac-Moody du liquide de Luttinger, il faut toutefois noter le
facteur de remplissage de l’e´tat de Hall fractionnaire ν qui apparaˆıt ici. A cette diffe´rence pre`s,
l’e´tat de bord est essentiellement de´crit par le meˆme Hamiltonien que le liquide de Tomonaga-
Luttinger. La bosonisation s’impose naturellement pour re´soudre un tel syste`me27.
27En toute rigueur, le traitement exact du proble`me se fait sur une distance finie L (cf [16]).
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2.11.2 Bosonisation des fermions chiraux
On pose alors, comme pre´ce´demment :
ρ =
√
ν√
pi
∂xφ = − i
√
ν√
pi
∂zφ (2.169)
et l’Hamiltonien pour les excitations de bord se propageant vers la droite (i.e. ne de´pendant que
de z) est
H = −v
∫
(∂zφR)
2 (2.170)
On retrouve exactement la meˆme forme bosonique qu’a` la section pre´ce´dente. L’e´lectron au bord
doit alors eˆtre repre´sente´ par un champ ψ(x) tel que
[ρ(x), ψ(x′)] = −δ(x− x′)ψ(x) (2.171)
En calculant le de´veloppement en produits d’ope´rateurs de ρ avec e−iαφ, on de´termine que la
repre´sentation correcte de ψ est
ψ(x) =
1√
2pi
ei
√
4piφ/
√
ν (2.172)
Pre´cisement, nous obtenons les relations de bosonisations des ope´rateurs d’e´lectrons
ψR(x) =
1√
2pi
e−i
√
4piφR(x)/
√
ν ψ†R(x) =
1√
2pi
ei
√
4piφR(x)/
√
ν
ψL(x) =
1√
2pi
ei
√
4piφL(x)/
√
ν ψ†L(x) =
1√
2pi
e−i
√
4piφL(x)/
√
ν
(2.173)
A partir de la`, on trouve la fonction de Green a` une particule
G(x, t) =
1
2pi
1
(x− vt)1/ν (2.174)
Remarquons qu’elle correspond au propagateur de l’e´lectron libre uniquement dans le cas ν = 1
, i.e., quand le premier niveau de Landau est totalement rempli. Meˆme dans le cas fractionnaire,
le syste`me de bord est un liquide de Luttinger si m = 1/ν > 1, en fait, c’est un liquide de
Luttinger chiral (χLL). La fonction de Green dans l’espace moment-fre´quence est
G(k, ω) ∝ (ω + vk)
m−1
ω − vk (2.175)
et la densite´ d’e´tat au voisinage du niveau de Fermi est alors
N(ω) ∝ |ω|m−1 (2.176)
Apre`s avoir de´taille´ la the´orie des liquides de Luttinger chiraux, nous pouvons examiner diffe´rents
aspects expe´rimentaux des canaux de bord fractionnaires.
2.12 Conclusion
Nous avons passe´ en revue les principales proprie´te´s des e´lectrons bidimensionnels dans un
champ magne´tique. Nous avons de´crit l’apparition de l’effet Hall quantique entier puis fraction-
naire en insistant sur l’importance des bords. Dans le cas des fractions magiques ν = 1/m,
Wen a montre´ que chaque bord est de´crit par la the´orie des liquides de Luttinger chiraux. La
dynamique du syste`me unidimensionnel de fermions chiraux en interaction s’exprime par un
boson libre unique via la technique de bosonisation. Les modes de propagation droits et gauches
sont me´lange´s par les interactions et les fonctions de corre´lations du mode`le initial sont renor-
malise´es par les interactions. Nous pouvons maintenant appliquer cette the´orie a` des situations
expe´rimentales re´alistes, et a` des expe´riences de transport par effet tunnel en particulier.
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Chapitre 3
Effet tunnel e´tendu.
Les bords d’un fluide de Hall sont de´crits par la the´orie des liquides de Luttinger chiraux.
Dans ce chapitre, nous confrontons cette the´orie aux expe´riences de transport par effet tunnel
sur les bords. Dans une premie`re section, nous de´taillons les syste`mes utilise´s dans ce type
d’expe´rience. Nous observons des re´sultats expe´rimentaux qui valident la the´orie des liquides de
Luttinger. Puis, nous examinons une nouvelle structure : la jonction tunnel e´tendue. Des mesures
de conductance tunnel font apparaˆıtre des caracte´ristiques inexplique´es, et dans la troisie`me
section, nous appliquons le formalisme des liquides de Luttinger a` cette situation expe´rimentale.
Nous calculons le courant tunnel perturbativement dans diffe´rents re´gimes de remplissage des
bords et d’interaction. Enfin, nous calculons le bruit associe´ au courant tunnel.
3.1 Transport e´lectronique dans un liquide de Luttinger chiral
Cette section traite du transport e´lectronique dans un liquide de Tomonaga-Luttinger chiral
(ou χLL). Comme nous l’avons vu pre´ce´demment, le χLL est un mode`le particulie`rement simple
de conducteur me´tallique fortement corre´le´ a` D = 1. Plus pre´cise´ment, il s’agit d’un conducteur
me´tallique unidimensionnel dont les excitations e´le´mentaires se propagent dans un sens unique.
Le canal de bord d’un fluide de Hall fractionnaire incompressible est la re´alisation expe´rimentale
d’un tel syste`me. Le χLL se distingue d’un me´tal habituel (a` D = 3) par l’absence de poˆle
dans la densite´ spectrale a` une particule. A la place du poˆle habituel, la the´orie des χLL pre´dit
une de´pendance en loi de puissance en fonction du moment ou de la fre´quence (comme on
l’a vu au chapitre pre´ce´dent). Cela signifie que lorsque l’on injecte (ou que l’on enle`ve) par
effet tunnel un e´lectron dans un liquide de Luttinger, on observe un comportement en loi de
puissance (cf Fig. 3.1, par exemple) du courant tunnel et de la conductance diffe´rentielle en
fonction de l’e´nergie. Dans ces expe´riences, l’e´nergie peut eˆtre ajuste´e soit par la diffe´rence de
potentiel applique´e (comme dans une expe´rience de transport classique ) soit par la tempe´rature
(comme dans une expe´rience de transport par activation thermique). Les bords de fluide de
Hall fractionnaire aux remplissages magiques sont des syste`mes tre`s propres qui permettent de
valider expe´rimentalement le mode`le des χLL pour plusieurs raisons. En premier lieu, les bords
sont re´alise´s expe´rimentalement a` partir des techniques de croissance MBE, qui autorisent des
ge´ome´tries a` une pre´cision atomique. Cette pre´cision concerne aussi bien la formation du syste`me
e´lectronique lui meˆme que la re´alisation de la barrie`re tunnel. Ensuite, la nature du χLL peut
eˆtre modifie´e uniquement en faisant varier le champs magne´tique i.e. le facteur de remplissage
du fluide de Hall fractionnaire. Cette souplesse permet la re´alisation expe´rimentale de diffe´rents
liquides de Luttinger chiraux. Enfin, les modes de propagation des bords droit (R) et gauche
(L) d’un e´chantillon de Hall sont spatialement se´pare´s par une distance macroscopique, ce qui
conduit a` une suppression exponentiellement faible de la re´trodiffusion de l’un dans l’autre.
La cause principale de localisation est donc supprime´e et les modes de bord sont des syste`mes
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Fig. 3.1 – Caracte´ristique courant-tension IT (V ) pour l’effet tunnel de GaAs me´tal dope´ n vers
un canal de bord fractionnaire a` ν = 1/3 ; (+) e´chantillon 1.1 a` B = 13.4T , (•) e´chantillon 2, a`
B = 10.8T . Les courbes en traits pleins repre´sentent les fits the´oriques avec g = 2.7 et g = 2.65
respectivement [17].
balistiques presque ide´aux. Pour toutes ces raisons, les expe´riences de transport tunnel sur les
bords de fluide de Hall constituent un outil unique de validation de la the´orie de Luttinger.
3.1.1 Effet tunnel et non-line´arite´s
Une caracte´ristique unique du χLL ide´al est l’universalite´ de la valeur de l’exposant g de
l’effet tunnel e´lectronique ou exposant anormal. g est de´fini dans les expe´riences d’effet tunnel
dans un χLL par IT ∝ V g ou` IT est la courant tunnel en re´ponse a` la tension applique´e V Pour
un fluide de Hall fractionnaire incompressible aux fractions magiques de Laughlin ν = 1/m, la
valeur de g est uniquement de´termine´e par les interactions au sein du fluide et prend une valeur
universelle donne´e par m. Par exemple, pour un fluide de Laughlin a` ν = 1/3, g = 3 exactement
(cf Fig. 3.1) [18, 19, 20, 21, 22] .
Les expe´riences de transport d’effet tunnel e´lectronique dans les χLL peuvent eˆtre re´alise´es
en plac¸ant des contacts des deux cote´s d’une barrie`re tunnel (cf Fig. 3.5 b). Plusieurs types
de mesures peuvent eˆtre re´alise´es : (i) une mesure directe du courant tunnel IT a` travers la
barrie`re en fonction d’une diffe´rence de potentiel V applique´e de part et d’autre de la barrie`re,
afin de de´terminer la caracte´ristique IT (V ). La the´orie conduit a` IT ∝ V g, ce qui traduit la
loi de puissance de la densite´ d’e´tat du χLL N(ω) ∝ ωg−1 (cf 2.176). (ii) une mesure de la
conductance diffe´rentielle, dIT /dV ∝ V g et (iii) une mesure a` diffe´rence de potentiel nulle
(V = 0) de la conductance line´aire tunnel GT en fonction de la tempe´rature T , GT ∝ T g−1 qui
traduit encore la loi en puissance de la densite´ d’e´tat.
Expe´rimentalement, nous le verrons ci-dessous, ces diffe´rentes observables mesure´es en fonc-
tion de V ou de T obe´issent a` une loi de puissance d’exposant g universel, comme le pre´dit la
the´orie. Ces re´sultats constituent des preuves tre`s significatives de la validite´ de la the´orie. Il
est donc ne´cessaire de de´terminer le courant tunnel IT dans des conditions ou` l’e´chelle d’e´nergie
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est fixe´e soit par V (E = eV ) soit par T (E = kbT ). Avant d’examiner les re´sultats de ces
expe´riences, revenons brie`vement sur la de´rivation the´orique de ces non-line´arite´s.
Effet tunnel ponctuel
Le courant tunnel ponctuel est habituellement calcule´ en perturbation [24]. On peut s’in-
te´resser au cas de l’effet tunnel entre un me´tal GaAs fortement dope´ n a` D = 3 et un canal
de bord de l’effet Hall fractionnaire. La direction x est la direction le long de la barrie`re tun-
nel alors que y est perpendiculaire a` la barrie`re. Conside´rant l’ope´rateurs cL,R qui annihile un
e´lectron d’un cote´ (L ou R) de la barrie`re tunnel a` l’instant t au point de coordonne´e (x, y),
et l’ope´rateur de cre´ation c†R,L qui en cre´e un autre de l’autre cote´ (R ou L) de la barrie`re a`
un instant t′ au point de coordonne´e (x′, y′). L’e´le´ment de matrice de l’effet tunnel est lie´ a`
l’ope´rateur cL(x, y, t)c
†
R(x
′, y′, t′). L’effet tunnel assure la conservation du moment longitudinal
a` la barrie`re. En particulier, un syste`me parfaitement propre et sans impurete´s, invariant par
translation suivant la direction longitudinale x n’autorise pas l’effet tunnel a` moment longitudi-
nal non-nul. Une manie`re d’assurer l’effet tunnel a` moment longitudinal non-nul est d’introduire
des impurete´s qui ne conservent pas le moment. La pre´sence d’impurete´s et de de´fauts ponctuels
favorisent l’effet tunnel ponctuel (i.e. sur des distances ≤ l). On fait l’approximation que l’effet
tunnel a` lieu en un seul point de la barrie`re : (x, y, t) = (0, yL, t) et (x
′, y′, t′) = (0, yR, t′) avec
yR − yL = b la largeur de la barrie`re. On incorpore e´galement la largeur b dans l’amplitude
tunnel T ce qui permet de supprimer la coordonne´e y et on choisit t = 0. Enfin, dans ce mode`le
simplifie´, on de´cide de ne pas tenir compte de l’interaction coulombienne.
Courant tunnel non-line´aire
Le traitement perturbatif standard du courant tunnel ponctuel [16, 23, 24] conduit a` la
formule :
IT (t) = eT 2
∫ ∞
−∞
dt′θ(t′)×
{
ei
∫ t′
t
eV (t′′)dt′′〈[A(t), A†(0)]〉 − e−i
∫ t′
t
eV (t′′)dt′′〈[A†(t), A(0)]〉
}
(3.1)
avec A(t) = cR(0, t)c
†
L(0, t). En l’absence d’interaction les fonctions de corre´lations 〈A(t)A†(0)〉
et 〈A†(0)A(t)〉 ne font intervenir que les propragateurs des bords des fluides de Laughlin a`
ν = 1/m avec g = m
〈c†L,R(x, t)cL,R(0, 0)〉 ∝ (x± vL,Rt)−gL,Re∓(i/νL,R)kF x (3.2)
et les valeurs des fonctions de corre´lation sont
〈A(t)A†(0)〉 = 1
aRaL
1
[−ωL(t− iδ)]gL
1
[ωR(t− iδ)]gR (3.3)
et
〈A†(0)A(t)〉 = 1
aRaL
1
[−ωL(t+ iδ)]gL
1
[ωR(t+ iδ)]
gR
(3.4)
〈A(x, t)A†(0, 0)〉 = agR−1R agL−1L ×
1
[x− vL(t− iδ)]gL
1
[x+ vR(t− iδ)]gR × e
(i/νR)kF xe(i/νL)kF x
(3.5)
〈A†(0, 0)A(x, t)〉 = agR−1R agL−1L ×
1
[x− vL(t+ iδ)]gL
1
[x+ vR(t+ iδ)]
gR
× e(i/νR)kF xe(i/νL)kF x
(3.6)
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Le courant tunnel a` tempe´rature nulle est alors donne´ par
IT (V ) = −2eT 2Im[−i pi
(gL + gR − 1)!
∫
dω × f(ω, t)a
gL−1
L a
gR−1
R
vgLL v
gR
R
ωgL+gR−1] (3.7)
ou` f(ω, t) est de´finie par
ei
∫ t′
t
eV (t′′)dt′′ =
∫
dωf(ω, t)eiω(t−t
′) (3.8)
Pour une diffe´rence de potentiel continue (courant DC) l’expression (3.7) se simplifie en :
IT (V ) = −2eT 2Im[−i pi
(gL + gR − 1)!
agL−1L a
gR−1
R
vgLL v
gR
R
V gL+gR−1] (3.9)
Calcul a` tempe´rature finie
A tempe´rature finie, le traitement pre´ce´dent impose le calcul des fonctions de corre´lation a`
tempe´rature finie, ce qui conduit a`
IT = 2eT 2a
gL−1
L a
gR−1
R
vgLL v
gR
R
V gL+gR−1(2piT )gL+gR−1×B(g−iω/2piT, g−iω/2piT )× sinpi(g + iω/2piT )
cos pig
(3.10)
avec g = (gL + gR)/2, et B est la fonction Be´ta d’Euler.
On obtient une expression explicite du courant DC dans la limite eV  kbT . IT est alors
line´aire en V et admet un loi de puissance pour T :
IT ∝ eV T gL+gR−2 (3.11)
Dans la limite duale eV  kbT , le courant admet une loi de puissance en V :
IT ∝ a
gL−1
L a
gR−1
R
vgLL v
gR
R
pi
Γ(2g)
T gL+gR−1(
eV
2piT
)gl+gR−1 ∝ (eV )gL+gR−1 (3.12)
Γ(s) est la fonction Gamma d’argument s ; nous avons pose´ kb = 1 pour simplifier. Les conduc-
tances diffe´rentielles correspondant a` ces deux limites sont respectivement :
dIT
dV
∝ T gL+gR−2 (eV  kbT ) (3.13)
(3.14)
dIT
dV
∝ (eV )gL+gR−2 (eV  kbT ) (3.15)
La variable adimensionne´e x = eV/2piT apparaˆıt naturellement et la condition de cross-over
est approximativement x ≈ 1. Dans la limite (x < 1), l’e´chelle d’e´nergie de l’effet tunnel est
de´termine´e par l’e´nergie thermique et le courant est line´aire en fonction de la tension V alors
qu’il obe´it a` une loi de puissance en la tempe´rature IT ∝ T gL+gR−2.
Dans la situation oppose´e (x > 1), l’e´chelle d’e´nergie est de´termine´e par eV , IT est non-
line´aire en V , et Itun ∝ V gL+gR−1. En ce qui concerne la conductance diffe´rentielle Gtun ;
elle est inde´pendante de V et proportionnelle a` T gL+gR−2 pour x < 1 ; elle est de la forme
Gtun ∝ V gL+gR−2 pour x > 1 [16].
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3.1.2 Expe´riences de transport tunnel
La caracte´ristique physique la plus remarquable qui distingue un liquide de Luttinger chiral,
d’un liquide de Fermi est le comportement a` basse e´nergie, quand un e´lectron est ajoute´ ou
enleve´ du syste`me a` une e´nergie proche de l’e´nergie de Fermi. Il se produit une catastrophe
d’orthogonalite´ entre l’e´tat forme´ de la particule ajoute´e ou enleve´e de l’e´tat fondamental de N
e´lectrons fortement corre´le´s et le fondamental des N + 1 (ou N −1) e´lectrons. Cette catastrophe
donne lieu a` une re´duction de l’effet tunnel suivant une loi de puissance quand l’e´nergie approche
la surface de Fermi. Les expe´riences d’effet tunnel constituent donc une manie`re inte´ressante
d’e´tudier ces proprie´te´s de basse e´nergie. L’avantage de ces expe´riences de transport re´side
dans le controˆle tre`s pre´cis des basses e´nergies, fixe´es soit par la diffe´rence de potentiel avec
une pre´cision allant jusqu’au µeV , soit par la tempe´rature avec une pre´cision de 25mK (≈
2.15µeV). Ces e´chelles d’e´nergie sont 2 a` 3 ordres de grandeur plus petites que les autres e´nergies
caracte´ristiques du syste`me : l’e´nergie de Fermi (EF ∼4 meV) ou le gap de quasi-particule
(∼ 0.1 − 1 meV) de l’e´tat de Hall fractionnaire a` ν = 1/3. Les mesures de transport de l’effet
tunnel e´lectronique doivent satisfaire a` quelques conditions pour permettre de mettre en e´vidence
les caracte´ristiques typiques des χLL. Il faut en particulier (i) que les non-line´arite´s observe´es
dans les relations IT (V ) soient dues a` la densite´ d’e´tat tunnel N(ω) et non a` une de´pendance
en e´nergie des e´le´ments de matrice de la barrie`re tunnel ; (ii) qu’il existe une loi de puissance
dans la caracte´ristique IT (V ) sur une plage de valeurs suffisamment grande pour la distinguer
d’autres lois (exponentielle, d’Arrhenius, de saut avec des e´chelles variables) ; (iii) qu’il y ait
cohe´rence entre les valeurs de l’exposant anormal de´termine´es inde´pendamment par la relation
IT (V ), par la de´pendance en tempe´rature de la conductance line´aire GT a` basse tension et par
la conductance diffe´rentielle dIT /dV ; (iv) que l’exposant g soit dans la gamme ∼ 1.5 − 4. En
dessous de 1.5, des non-line´arite´s re´siduelles viennent perturber la de´termination de la valeur de
g, au dessus de 4 le courant est trop bruite´ et la plage de tension ou de tempe´rature accessible
est trop restreinte.
Fig. 3.2 – Ge´ome´trie du point de contact quantique. La partie grise´e repre´sente la barrie`re de
potentiel e´lectrostatique dans le 2-DEG . (en haut) Des e´lectrons passent d’un bord a` l’autre a`
travers la barrie`re e´le´ctrostatique par effet tunnel. (en bas) des quasi-particules passent a` travers
le 2-DEG par effet tunnel.
71
Diffe´rentes configurations expe´rimentales
Deux ge´ome´tries distinctes ont e´te´ utilise´es pour e´tudier les χLL via l’effet tunnel dans les
canaux de bord des fluides de Hall ; la ge´ome´trie du contact ponctuel quantique (QPC) et la ge´o-
me´trie de croissance sur bord clive´ (CEO). La formation d’un QPC repose sur l’utilisation d’une
paire d’e´lectrodes de´pose´es sur l’he´te´rostructure de GaAs/AlGaAs et se´pare´es de ∼ 100nm.
L’application d’une tension ne´gative entre ces e´lectrodes et le 2-DEG, de´forme les canaux de
bords et les rapproche en un point comme le montre la Fig. (3.2). Dans la ge´ome´trie CEO, on
fait croˆıtre une fine barrie`re tunnel de AlxGa1−xAs d’e´paisseur de l’ordre de la longueur ma-
gne´tique (∼ l)dans la direction cristallogarphique (011) i.e. perpendiculairement a` la direction
de croissance initiale (100), comme on peut le voir a` la fig. (3.5) La pre´sence de cette barrie`re
interrompt le plan e´lectronique du 2-DEG, et cre´e un bord tre`s abrupt avec une pre´cision ato-
mique. Chaque me´thode posse`de des avantages et des inconve´nients. Dans le QPC, en raison
Fig. 3.3 – Barrie`res tunnel pour (a) le point de contact quantique, (b) un barrie`re obtenue
par croissance sur bord clive´ (barrie`re de largeur b ∼ l ). A B = 10T , la longueur magne´tique
l ∼ 8nm
d’une importante se´paration spatiale entre les grilles me´talliques et le 2-DEG, le trace´ des bords
du 2-DEG est ne´cessairement tre`s arrondi. La barrie`re tunnel est donc basse, e´paisse et arrondie
(cf Fig. 3.3 a), ce qui n’autorise qu’une faible gamme d’e´nergie pour e´tudier la de´pendance de la
densite´ d’e´tat du χLL en fonction de l’e´nergie. En revanche, cette ge´ome´trie a l’avantage d’offrir
une grande souplesse d’utilisation : on peut modifier la forme et la largeur de la barrie`re de ma-
nie`re reversible en faisant varier la tension sur les grilles. Ceci permet d’observer l’effet tunnel
d’e´lectrons et de quasi-particules (cf Fig. 3.2). La technique CEO conduit a` la formation d’une
barrie`re fine, tre`s haute dont le trace´ est tre`s bien de´fini (cf Fig. 3.3b). Cette barrie`re conduit
a` des e´le´ments de matrice de l’effet tunnel inde´pendants de l’e´nergie dans la gamme d’e´nergie
conside´re´e. Cette proprie´te´ permet l’e´tude propre et directe de la densite´ d’e´tat. L’inconvenient
majeur de cette structure est sa rigidite´ au sein d’un e´chantillon. Le coefficient tunnel de´pend
de la largeur de la barrie`re, il faut donc cre´er diffe´rentes barrie`res avec des largeurs diffe´rentes.
Enfin, jusqu’a` pre´sent, seul l’effet tunnel e´lectronique a e´te´ observe´ dans ces structures.
3.1.3 Transport a` travers un point de contact quantique
Miliken et al. [25] ont e´te´ les premiers a` re´aliser des expe´riences d’effet tunnel entre deux
bords a` ν = 1/3 dans une ge´ome´trie de point de contact quantique. Ils ont remarque´ diffe´rentes
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indications d’un comportement diffe´rent de celui d’un liquide de Fermi. En particulier, ils ont
observe´ une difference nette, a` basse tempe´rature, entre les re´sonances tunnel de deux bords a`
ν = 1/3 et a` ν = 1. Sur Fig. (3.4), on voit que, dans les deux cas, les re´sonances apparaissent
quand le QPC a` e´te´ ouvert en augmentant progressivement la tension ne´gative applique´e, le
facteur de remplissage e´tant re´gle´ par ajustement du champs magne´tique. Dans la cas ν = 1 les
re´sonances deviennent inde´pendantes de la tempe´rature en-dessous de 100mK mais a` ν = 1/3,
les re´sonances sont sensibles a` une de´croissance de la tempe´rature de 172mK a` 41mK. En
particulier, la largeur des pics de´croˆıt significativement avec la tempe´rature, en accord avec une
fonction de type T 2/3, comme la the´orie le pre´dit [26]. On observe e´galement des non-line´arite´s
dans les pieds (donc hors-re´sonance) des pics de re´sonance, en accord qualitatif avec la the´orie.
Fig. 3.4 – Conductance en fonction de la tension de grille applique´e au point de contact quantique
(a) au plateau ν = 1/3 a` T = 41mK (traits pleins) et a` t = 172mK (traits pointille´s) (b) au
plateau ν = 1 a` T = 42mK (traits pleins) et a` T = 101mK (traits pointille´s)
Au-dela` de ces aspects, il n’est pas du tout e´vident d’extraire des informations quantita-
tives de ce genre d’expe´riences. Dans la ge´ome´trie du QPC, la barrie`re tunnel e´tant basse et
e´tendue, seule une gamme d’e´nergie limite´e est accessible a` l’expe´rience. Hors de cette gamme,
d’importantes distorsions des caracte´ristiques de l’effet tunnel compliquent la de´termination de
la densite´ d’e´tat. En conse´quence, en observant l’effet tunnel hors-re´sonance dans une gamme
de tempe´rature variant de 2− 3 ordres de grandeur, il est difficile de clairement diffe´rencier une
de´pendance en tempe´rature en loi de puissance (T 4) [26] d’une loi de saut a` e´chelle variable plus
conventionnelle (e(Tg/T )
1/2
ou e(Tg/T )
1/3
). La de´termination d’une forme pre´cise de la de´pendance
de la largeur de raie des re´sonances pose aussi des proble`mes [27]. Enfin, certains aspects de ces
re´sultats se sont ave´re´s difficiles a` reproduire [28, 29]. Malgre´ ces limitations, les expe´riences
de Miliken et al. [25] ont fourni une premie`re de´monstration du fait que les canaux de bords
fractionnaires a` ν = 1/3 ne sont pas des liquides de Fermi.
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Fig. 3.5 – Echantillon re´alise´ par la technique de croissance sur bords clive´s.(a) ge´ome´trie de
l’e´chantillon avec la barrie`re tunnel de Al0.1Ga0.9As de´pose´e par MBE sur bord d’un e´chantillon
habituel (croissance suivant la direction (100)) pre´alablement clive´ suivant la direction (011).
On peut e´galement voir le GaAs me´tal dope´ n. (b) sche´ma du dispositif de mesure du courant
tunnel.
3.1.4 Expe´riences sur bords clive´s
Des avance´es majeures ont e´te´ re´alise´es en observant clairement une loi de puissance a` la fois
dans les caracte´ristiques IT (V ) et dans la conductance diffe´rentielle en fonction de la tempe´ra-
ture, en utilisant la technique CEO [17, 30, 31, 32]. Les e´chantillons de ce type sont fabrique´s
par un processus a` deux e´tapes de´crit ci-dessous. La possibilite´ de re´aliser des barrie`res abruptes
tre`s hautes et fines, avec un excellent controˆle sur la largeur a ouvert de nouvelles perspectives
expe´rimentales dans l’e´tude des χLL.
Pfeiffer et al. [30] ont e´te´ les premiers a` utiliser la technique de CEO pour re´aliser une
croissance par MBE sur le plan (011) de GaAs/AlxGa1−x, pre´alablement cleave´. Cette seconde
croissance se produit apre`s une premie`re croissance classique selon la direction habituelle (100),
et apre`s un clivage in situ suivant la direction (011) (cf Fig. 3.5). Dans cette ge´ome´trie, l’effet
tunnel a` lieu a` partir d’un me´tal GaAs dope´ n a` D = 3 que l’on a fait croˆıtre sur le plan (011). Les
e´lectrons arrivent dans un canal de bord d’un fluide de Hall fractionnaire d’un 2-DEG contenu
dans un puit quantique dans le plan (100).
Dans la mesure ou` les plans (100) et (011) sont perpendiculaires, la seconde croissance
exploite la troisie`me dimension, dont on voit quelques exemples sur la Fig. (3.6). En combinant
ce type de croissance dans les deux directions et en modulant le dopage, il est possible de
fabriquer un fil quantique a` D = 1 pour lequel les parois de confinement sont uniformes a` une
pre´cision atomique. En utilisant ces proce´de´s qui permettent de re´aliser des fils quantiques avec
de largeur parfaitement controˆle´e, il est e´galement possible d’e´changer les roˆles joue´s par GaAs et
AlxGa1−xAs afin de former des barrie`res d’e´nergie perpendiculaires (cf Fig. 3.7, 3.8). Il est donc
possible de faire croˆıtre des structures dans lesquelles l’effet tunnel se produit entre diffe´rents
2-DEGs situe´s dans le plan (011) (cf Fig. 3.7). C’est une ge´ome´trie que nous e´tudierons en de´tail
plus loin. L’effet tunnel peut aussi se produire entre deux 2-DEG appartenant se´pare´ment aux
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Fig. 3.6 – Diffe´rents e´chantillons atypiques cre´es par la technique CEO. Dans le sens anti-
trigonome´trique a` partir d’en haut a` gauche : 2-DEG de´pose´ sur le plan (011), fil quantique a`
D = 1, fil en T et 2-DEG en L. Les gaz d’e´lectrons sont repre´sente´s par des pointille´s.
Fig. 3.7 – Echantillon re´alise´ a` partir de la technique CEO permettant l’effet tunnel de 2-DEG
vers 2-DEG dans le plan (011). La direction (100) est l’horizontale et (011) la verticale dans le
plan de la feuille. Les gaz d’e´lectrons sont repre´sente´s par des pointille´s.
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plans (100) et (011) a` travers une barrie`re dans le plan (011) (cf Fig. 3.8).
Les e´chantillons utilise´s par Chang et al. [17] pour tester la validite´ de la the´orie des χLL
corrsepondent a` la Fig (3.5). Le bord abrupt est forme´ par un clivage in situ dans la direction
(011), puis par la croissance d’une fine barrie`re suivie par 15nm de GaAs non dope´ puis le GaAs
me´tal fortement dope´ n. La barrie`re de potentiel, re´sultant d’une discontinuite´ dans la structure
de bande entre le AlGaAs et le GaAs, impose un potentiel abrupt a` l’atome pre`s d’une hauteur
de 100 meV par rapport au bas de la bande de conduction a` x = 0.1 et meˆme plus quand
x > 0.1. Le 2-DEG a` grande mobilite´ du plan (100) se termine dans la direction (011) par cette
barrie`re abrupte, ce qui donne naissance a` une potentiel de confinement des bord tre`s abrupt et
comple`tement oppose´e au trace´ diffus obtenu par les grilles du QPC. La largeur de la barrie`re
est comprise entre 5nm et 25nm et sa hauteur est de l’ordre de 75 meV au-dessus du potentiel
chimique du 2-DEG. Elle est donc bien au-dessus de l’e´nergie de Fermi du syste`me Ef ∼ 4 meV
(cf Fig. 3.3).
Fig. 3.8 – Echantillon re´alise´ a` partir de la technique CEO permettant l’effet tunnel de 2-DEG
vers 2-DEG du plan (011) vers le plan (100). La direction (100) est l’horizontale et (011) la
verticale dans le plan de la feuille. Les gaz d’e´lectrons sont repre´sente´s par des pointille´s.
3.1.5 Conductance tunnel a` ν = 1/3
Les re´sultats suivants sont dus a` Chang et al. [17]. Ils ont clairement montre´ la de´pendance
en loi de puissance de IT (V ) de l’effet tunnel d’e´lectrons dans un canal de bord fractionnaire. En
utilisant la technique CEO, les auteurs ont e´tudie´ la conductance line´aire GT , la caracte´ristique
courant-tension IT (V ), et la conductance diffe´rentielle dIT /dV , de l’effet tunnel e´lectronique
entre le GaAs me´tal doppe´ n et divers fluide de Hall incompressibles dans la ge´ome´trie des Fig.
(3.5, 3.9 ). Les expe´riences ont e´te´ mene´es sur deux e´chantillons distincts de densite´ e´lectronique
n = 1.1 × 1011cm−1 (e´chantillon 1.1) et n = 2.0 × 1011cm−1 (e´chantillon 2). Pour l’effet tunnel
dans un canal de bord a` la fraction ν = 1/3, ils ont obtenu IT ∝ V 2.7±0.06 et GT ∝ T 1.7±0.08. Ces
re´sultats conduisent a` la meˆme valeur de g ≈ 2.7. En revanche, l’effet tunnel vers un canal de
bord a` ν = 1 a` fourni une relation IT (V ) quasi-line´aire, et des valeurs de GT inde´pendantes de
la tempe´rature. Ces re´sultats indiquent que le canal de bord fractionnaire a` ν = 1/3 se comporte
conforme´ment a` la the´orie des χLL, alors que le canal de bord a` ν = 1 se comporte comme un
liquide de Fermi.
Examinons plus en de´tail ces re´sultats. A la Fig. (3.9), nous voyons la re´sistance longitudinale
(Rxx), la re´sistance de Hall (Rxy), et la conductance tunnelGT en fonction du champ magne´tique
et de la tempe´rature pour l’e´chantillon repre´sente´ a` la Fig. (3.5). L’effet Hall fractionnaire a` ν =
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Fig. 3.9 – (a)Re´sistance longitudinale (Rxx) et re´sistance de Hall, (b) conductance line´aire (GT )
a` basse tension applique´e, en fonction du champs magne´tique dans les expe´riences de Chang et
al. [17]. La tempe´rature est de 50mK.
1/3 se produit pour B= 13.4T . La conductance GT chute brutalement apre`s 9.5T. Pour voir la
contribution de la densite´ d’e´tat dans la re´duction du courant de la Fig. (3.9), les caracte´ristiques
IT (V ) ont e´te´ repre´sente´es en e´chelle log-log pour des e´chantillons de meˆme ge´ome´trie mais de
facteur de remplissage ν = 1/3 (cf Fig. 3.10). Les champs magne´tiques correspondants sont 13.4
T et 10.8 T, a` une tempe´rature de 25mK. Pour une tension infe´rieure a` ∼ 12µV l’effet tunnel
est domine´ par la tempe´rature (kbT/e ∼ 2.15µV) et IT (V ) est line´aire. Au dessus de la tension
de cross-over de 6kbT/e ∼ 12µV, la caracte´ristique IT (V ) suit une loi de puissance IT ∝ V g
avec g ≈ 2.7 ± 0.06 et 2.65 ± 0.06. La loi en puissance est visible sur un ordre de grandeur
en V et trois en IT . Ce comportement en puissance est la pre´diction principale de la the´orie
des χLL. Nous pouvons ensuite voir que la tension de cross-over entre le comportement line´aire
et non-line´aire suit une loi d’e´chelle en tempe´rature, en repre´sentant les caracte´ristiques IT (V )
entre 26 et 840mK (cf Fig. 3.11a) et les courbes normalise´es par les valeurs a` 26mK (cf Fig.
3.11b). Tous les points se positionnent sur une courbe universelle comme attendu [26].
A la Fig. (3.12), nous avons repre´sente´ la conductance diffe´rentielle dIT /dV , mesure´e in-
de´pendamment. L’accord avec la the´orie est e´galement tre`s bon. Les courbes en traits pleins
repre´sentent les de´rive´es dIT /dV des courbes the´oriques de la Fig. (3.10). On observe une loi
de puissance avec des exposants de 1.75 ± 0.08 et 1.5 ± 0.08. Ces loi sont observe´es sur plus
d’un ordre de grandeur en T et deux ordres de grandeur en GT . Les exposants obtenus sont tre`s
proches de ceux de´termine´s a` partir des courbes IT (V ) et dIT /dV . Enfin, une ultime ve´rification
consiste a` tracer une loi d’Arrhenius de log10(GT ) en fonction de 1/T , de meˆme que diverses
fonctions avec ”sauts variables” pour l’e´chantillon 1.1. A la Fig. (3.13) on constate que ni un
processus thermiquement active´ ni la variation d’e´nergie de la barrie`re, ni des ”sauts variables”
ne sont approprie´s.
A la Fig. (3.14), nous avons repre´sente´ les caracte´ristiques IT (V ) pour un e´chantillon a`
77
Fig. 3.10 – Caracte´ristique courant-tension IT (V ) pour l’effet tunnel de GaAs dope´ n (note´
n+ sur le sche´ma) vers un canal de bord fractionnaire a` ν = 1/3. Les croix font re´fe´rence a` l’
e´chantillon 1.1 a` B = 13.4T et les points a` l’e´chantillon 2, a` B = 10.8T . Les courbes en traits
pleins repre´sentent les fits the´oriques avec g = 2.7 et g = 2.65 respectivement [17]
Fig. 3.11 – Evolution de la caracte´ristiques (IT (V )) en fonction de la tempe´rature a` ν = 1/3 : (a)
graph log-log de (IT (V )) a` diffe´rentes tempe´ratures, (b) Icoll(V ′) = IT (V )[GT (T0)/GT (T )]V→0,
avec T0 = 26mK et V
′ = V T/T0 [17].
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Fig. 3.12 – dIT /dV en fonction de la tension et de la tempe´rature, a` basse tension : (a)dIT /dV
pour les e´chantillons 1.1 (croix) et 2 (points) a` ν = 1/3 et T =25mK. Les courbes en traits
pleins sont les dIT /dV the´oriques obtenues a` partir de 3.10 (b)De´pendance en tempe´rature de
dIT /dV pour 1.1 (en haut) et 2 (en bas) a` V = 4.97µV et V = 2.64µV. Les lignes en traits
pleins sont les courbes the´oriques pour g − 1 = 1.75 et 1.5 [17].
ν = 1. Contrairement au comportement a` ν = 1/3, IT (V ) est quasi-line´aire. Remarquons que
Fig. 3.13 – Donne´es de fig. 3.12, trace´es en loi (a)d’Arrhenius GT ∝ e−(T0/T )1/2 , (b) ”sauts
variables”GT ∝ e−(T ′0/T )1/3 . L’absence de ligne droite indique que ces lois ne sont pas ade´quates
pour de´crire les donne´es [17].
pour l’effet tunnel a` ν = 1, ces expe´riences indiquent que le bord du fluide Hall se comporte
comme un liquide de Fermi chiral. Ceci est un rare exemple de syste`me fortement corre´le´ a` D = 1
avec un comportement de type liquide de Fermi plutoˆt que liquide de Luttinger. En conclusions,
les re´sultats expe´rimentaux pre´sente´s ici attestent que le liquide de Luttinger chiral est un mode`le
fiable des canaux de bord en regime d’effet Hall fractionnaire. Nous pouvons maintenant utiliser
les χLL dans des configurations plus exotiques afin de de´crire des phe´nome`nes de transport
nouveaux.
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Fig. 3.14 – IT (V ) a` (a) ν = 1 et (b) ν = 2/3 ; B = 4.8T (croix) et B = 8.5T (points) [17].
3.2 La jonction tunnel e´tendue
Les canaux de bords dans le re´gime d’effet Hall quantique fractionnaire (EHQF) sont de tre`s
inte´ressants exemples de syste`mes quantiques unidimensionnels en interaction forte. Les modes
de propagation des bords droit (R) et gauche (L) d’un e´chantillon de Hall sont spatialement se´-
pare´s par une distance macroscopique, ce qui conduit a` une suppression exponentiellement faible
de la re´trodiffusion de l’un dans l’autre. La cause principale de localisation est donc supprime´e
et les modes de bord sont des syste`mes balistiques presque ide´aux. Un travail conside´rable a`
e´te´ consacre´ a` l’e´tude exclusive de cette seule proprie´te´ [16]. Une ge´ome´trie particulie`rement
inte´ressante est obtenue lorsque l’on re´alise une constriction du gaz bidimensionnel : c’est le
point de contact quantique. Le potentiel e´lectrostatique cre´e´ par une e´lectrode en regard du gaz
permet de rapprocher localement les deux canaux de bord, rendant alors possible l’effet tunnel
exactement en ce point du fluide [16]. Dernie`rement, les progre`s re´alise´s dans les techniques de
croissance sur bord clive´ ont permis la fabrication d’e´chantillons pour lesquels l’effet tunnel a`
lieu le long d’une barrie`re de longueur me´soscopique, se´parant deux 2-DEG (cf Fig. 3.15). Kang
et al. [33, 34] ont re´alise´ une e´tude expe´rimentale de´taille´e de la conductance de ce nouveau type
de structure.
3.2.1 Expe´rience d’effet tunnel e´tendu
Configuration de la jonction tunnel e´tendue
Les e´chantillons utilise´s sont constitue´s de deux 2-DEG se´pare´s par une barrie`re de 100 µm
de longueur et de 8.8 nm de largeur avec une pre´cision atomique (cf Fig. 3.15a, b). Kang et
al. ont utilise´ la technique de CEO pour re´aliser une croissance par MBE sur le plan (011) de
GaAs/AlxGa1−xAs, pre´alablement clive´. Cette seconde croissance se produit apre`s une premie`re
croissance classique selon la direction habituelle (100) alternant GaAs, AlGaAs (la barrie`re
proprement dite) puis GaAs et apre`s un clivage in situ suivant la direction (011) (cf Fig. 3.15
a). Ils ont alors obtenu deux 2-DEG dans le plan (100) se´pare´s par une barrie`re de potentiel
tre`s haute ( ∼ 370meV au-dessus du niveau de Fermi) (cf Fig. 3.15 a). Dans le re´gime d’effet
Hall quantique, il se forme des modes de conduction le long de la barrie`re : ce sont les canaux
de bords contrepropageant de part et d’autres de la barrie`re (cf Fig. 3.16).
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Fig. 3.15 – Structure et conductance diffe´rentielle de la barrie`re tunnel e´tendue. (a) La premie`re
croissance, qui a` lieu sur un substrat de GaAs selon la direction (100), est constitue´e d’une
couche de 13µm de GaAs non dope´, d’une couche de 88 A˚ de Al0.1Ga0.9As/AlAs non dope´ suivie
d’une couche de 14µm de GaAs non dope´. Cet e´chantillon est ensuite clive´ suivant le plan (110)
dans un appareil a` MBE et on fait croˆıtre sur le bord clive´, une couche de 3500A˚ de AlGaAs
dope´ n par des atomes de Si a` une distance de 500A˚ du bord exte´rieur. Les e´lectrons des Si
migrent uniquement les couches de GaAs et forment deux 2-DEG de 13µm et 14µm, se´pare´s
par une barrie`re de Al0.1Ga0.9As/AlAs de 88 A˚ de large et 370meV de hauteur. Les deux 2-
DEG sont relie´s a` des contacts loin de la zone ou` a` lieu l’effet tunnel. (b)Diagramme de bande
sche´matique du syste`me. Les expe´riences sont mene´es sur deux e´chantillons distincts de densite´
e´lectronique n = 1.1 × 1011cm−1 et n = 2.0 × 1011cm−1. La mobilite´ des 2-DEG est estime´e a`
∼ 1× 105cm2V−1s−1.(c) Conductance diffe´rentielle pour le second e´chantillon. Ces conductance
sont mesure´es en re´gime AC a` basse fre´quence (et de 10µV d’amplitude) avec une diffe´rence de
potentiel DC Vbias applique´e de part et d’autre de la barrie`re. Les e´chantillons sont mesure´s a`
300mK [33].
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Fig. 3.16 – Sche´mas de la barrie`re de longueur L avec les canaux de bords et l’effet tunnel de
l’un vers l’autre sur la longueur de la barrie`re. A gauche,la ge´ome´trie des e´chantillons de Kang
et al., a` droite une ge´ome´trie topologiquement e´quivalente.
Plateaux de conductance e´tendus
Les auteurs ont mesure´ la conductance diffe´rentielle dIT /dVbias lie´e a` l’effet tunnel en fonc-
tion de la diffe´rence de potentiel Vbias applique´e entre les deux gaz et de l’intensite´ du champ
magne´tique B. pour cela, ils ont impose´ une diffe´rence de potentiel Vbias entre les re´servoirs 1
et 4. Pour obtenir la conductance diffe´rentielle, ils ont rajoute´ une diffe´rence de potentiel AC
de 10µV d’amplitude et de basse fre´quence ; ils ont mesure´ le courant entre les fils 1 et 4 en
refermant le circuit via les re´servoirs 1 et 4. La partie variable du courant est la conductance dif-
fe´rentiele de la barrie`re tunnel. Cette me´thode diffe´rentielle est plus pre´cise que la diffe´rentiation
nume´rique. Sur la Fig. (3.15c) nous voyons dIT /dVbias a` B = 9.2T et B = 6.0T. A B = 9.2T,
dIT /dVbias est nulle a` Vbias = 0 et des pics de conductance re´gulie`rement espace´s apparaissent
au-dela` d’un seuil de tension applique´e. Chaque pic repre´sente la contribution supple´mentaire de
canaux de bords des niveaux de Landau successifs a` l’effet tunnel a` travers la barrie`re. Ces pics
de conductance sont se´pare´s d’une e´nergie, a` peu pre`s constante, de l’ordre de l’e´nergie cyclotron
h¯ωc (∼17meV a` 10T). La plupart des traces dI/dVbias a` diffe´rentes valeurs du champs magne´-
tique ont la meˆme allure. En revanche, pour certaines valeurs du champ, il n’y a pas de tension
de seuil et il apparaˆıt un pic de conductance tre`s abrupt et fin a` Vbias = 0 (cf Fig. 3.15d). Sur
la Fig. (3.17), nous voyons dIT /dVbias en fonction du facteur de remplissage, ν = neh/|qe|B, et
de la tension normalise´e, eVbias/h¯ωc. Les points bleus et rouges repre´sentent respectivement les
faibles et grandes valeurs de dIT /dVbias. On observe des re´gions ou` dIT /dVbias ≈ 0, en particulier
autour de Vbias ≈ 0 pour des facteurs de remplissage ν < 1. On observe les meˆmes extinctions de
conductance a` tension nulle autour ν ∼ 2. En revanche, pour ν = 1.2−1.5 et 2.2−2.5, un plateau
de conductance tre`s fin domine a` Vbias = 0. Les positions des pics de conductance varient a` peu
pre`s line´airement aux facteurs de remplissage plus e´leve´s et constituent des branches de maxima
qui rejoignent les plateaux a` Vbias = 0. Ces plateaux de conductance a` Vbias = 0 semblent re´sis-
ter a` l’interpre´tation the´orique, contrairement aux autres caracte´ristiques de cette Fig. (3.17).
En effet, ces plateaux de conductance occupent des plages e´tendues de facteur de remplissage
ν = 1.2− 1.5 et 2.2− 2.5 et la valeur de la conductance sur ces plateaux est ∼ 0.01e2/h i.e. bien
plus faible que le quantum de conductance.
Interpre´tation a` un corps
Par analogie avec le transport dans les canaux de bords de l’effet Hall entier, conside´rons
l’effet tunnel entre ces deux 2-DEG en termes d’e´tats de bords. Nous choisissons la direction y
longitudinale a` la barrie`re et la direction x perpendiculaire a` la barrie`re. Les e´tats de bords des
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Fig. 3.17 – Conductance diffe´rentielle tunnel de l’e´chantillon. Le facteur de remplissage de Lan-
dau ν et la tension normalise´e eVbias/h¯ωc qui forment les axes, donnent un caracte`re universelle a`
ces donne´es qui regroupent les re´sultats des deux e´chantillons. Les maxima sont repre´sente´s par
des cercles et des carre´s. Les re´gions en bleu correspondent aux zones de conductance minimale
(∼ 0), en rouge pour la conductance maximale (∼ 10−6Ω−1)[33].
deux 2-DEG se forment le long de la barrie`re suivant la direction y et sont les meˆmes que pour
un 2-DEG simple (ck section 2.10). A la Fig. (3.18), nous voyons l’e´nergie E(x) des niveaux de
Landau en fonction de la position x : E(x) correspond a` l’e´nergie d’un e´lectron dont le centre de
l’orbite cyclotron est situe´e en x. Comme x = −kyl2◦, le diagramme d’e´nergie (cf Fig. 3.18) est
aussi la relation de dispersion a` une particule des e´lectrons se propageant le long de la barrie`re
avec la vitesse v = h−1dE/dky = h−1`2◦dE(x)/dx. Les e´lectrons du bord gauche (L) de la barrie`re
se propagent en sens oppose´s de ceux du bord droit (R). A chaque intersection des relations de
dispersion des bords L et R, il existe deux e´tats de bord de´ge´ne´re´s, de sens de propagation
oppose´s et de meˆme vecteur d’onde ky. Par exemple, l’intersection entre le premier niveau de
Landau de chacun des 2-DEG a` lieu uniquement a` ky = 0. La de´ge´ne´rescence a` l’intersection
des niveaux de Landau est leve´e par l’ouverture de petits gaps d’e´nergie dus a` l’effet tunnel des
e´lectrons des e´tats droits vers les e´tats gauches et re´ciproquement. Ces gaps se´parent en fait les
combinaisons syme´triques et antisyme´triques des fonctions d’onde correspondant a` ces e´tats (cf
Fig. 3.18). Le transport le long de la barrie`re de´pend crucialement de la position de l’e´nergie
de Fermi par rapport a` ces relations de dispersion a` une particule. Dans l’expe´rience de Kang,
il suffit de modifier le champ magne´tique (et donc le facteur de remplissage) pour de´placer les
relations de dispersion par rapport a` l’e´nergie de Fermi. Commenc¸ons par conside´rer le cas ou`
le niveau de Fermi se trouve sous le maximum de la branche la plus basse de Fig. (3.18) a` E1,
par exemple. Les e´lectrons des deux 2-DEG suivent deux chemins se´pare´s spatialement, de sens
oppose´ le long de la jonction comme repre´sente´ a` l’insert A de Fig. (3.18). Ils se propagent le
long de la barrie`res mais ils posse`dent des valeurs de ky diffe´rentes et ne sont pratiquement pas
couple´s. L’effet tunnel a` travers la barrie`re est alors quasiment ne´gligeable, ce qui correspond a`
l’absence de conductance a` Vbias = 0 pour les faibles facteurs de remplissage. Quand le niveau
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Fig. 3.18 – Niveaux de Landau au voisinage de la barrie`re (a) Vbias = 0, loin de la barrie`re les
niveaux sont plats ; l’e´nergie croit de manie`re quadratique quand les e´lectrons se rapprochent
de la barrie`re. L’effet tunnel ouvre de petits gaps d’e´nergie aux points d’anti-croisement de ces
niveaux. (b)Meˆme figure avec eVbias ∼ 2h¯ωc [33]
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de Fermi atteint le premier maximum en E2, les e´tats de bord des deux cote´s de la barrie`re ont
des vecteurs d’onde identiques et sont fortement couple´s i.e. le syste`me est a` la re´sonance ce
qui conduit a` un effet tunnel important. En re´alite´, la localisation des fonctions d’onde a` tre`s
peu change´e par rapport a` l’insert A de Fig. (3.18), mais le couplage entre les deux bords a`
conside´rablement augmente´ en raison de l’e´quivalence des moments ky. L’effet tunnel observe´ a`
co¨ıncidence des moments ky est qualifie´ d’effet tunnel re´sonnant. Pour cette valeur pre´cise de
EF , le pic de conductance est fini comme les pics de conductance que l’on observe sur les donne´es
expe´rimentales a` Vbias = 0. D’apre`s les relations de dispersion de Fig. (3.18), les e´tats de bord
du second niveau de Landau (N = 1) sont e´galement occupe´s pour ces facteurs de remplissage
mais ne sont pas couple´s.
Insuffisances du mode`le
Quand le niveau de Fermi est le´ge`rement au-dessus de cette position critique, et se trouve
dans le gap, les e´lectrons ne peuvent plus se propager le long de la barrie`re, comme on le voit sur
l’insert B de Fig. (3.18). Le couplage entre les e´lectrons des deux 2-DEG devrait disparaˆıtre et
l’effet tunnel devrait eˆtre nul. Ceci soule`ve une question inte´ressante : si les e´lectrons ne peuvent
plus se propager le long de la barrie`re, et qu’en raison de la chiralite´ des canaux de bords, ils
ne peuvent pas eˆtre re´tro-diffuse´s, on pourrait penser qu’ils doivent traverser la barrie`re par
effet tunnel. Cela devrait conduire a` un pic de conductance de ∼ e2/h, ce qui est deux ordres
de grandeur supe´rieur a` ce qui est observe´. Le mode`le exact de diffusion et d’effet tunnel a`
ces valeurs de l’e´nergie EF n’est pas clair mais il est certain que ce mode`le simple ne rend pas
compte des re´sultats expe´rimentaux. Le pic de conductance a` Vbias = 0 persiste en effet sur une
plage de facteurs de remplissage 1.2 < ν < 1.5, au lieu de n’exister qu’en une seule valeur de ν
et sa valeur est deux ordres de grandeur infe´rieure a` la valeur naı¨vement attendue.
Loin de Vbias = 0, l’allure complexe de Fig. (3.18) s’explique bien. A tension finie, un des
deux diagrammes de Landau de Fig. (3.17) est de´cale´ en bloc par rapport a` l’autre de l’e´nergie
eVbias, comme on le voit a` Fig. (3.18). Cela conduit a` un de´calage dans le croisement des niveaux
et les conditions de conduction sont de´cale´es en conse´quence. Par exemple, quand EF = E1 a`
la Fig. (3.18a), l’effet tunnel est nul en raison de l’absence de couplage entre les e´tats de bord.
A la Fig. (3.18b) l’application de eVbias a de´cale´ l’intersection de sorte qu’elle se produit a` E1.
Cela favorise e´norme´ment le couplage entre les deux 2-DEG comme a` la valeur EF = E2 de Fig.
(3.18a) et fournit l’explication du de´calage de la figure de conductance avec Vbias croissant pour
des valeurs de ν plus faibles (cf Fig. 3.17).
Meˆme si certaines caracte´ristiques des re´sultats expe´rimentaux sont claires, le mode`le simple
a` une particule ne parvient pas a` rendre compte de toute la complexite´ du phe´nome`ne de l’effet
tunnel e´tendu. Beaucoup de travaux the´oriques ont tente´ de comple´ter la compre´hension de ces
re´sultats [35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44].
3.2.2 Principe de l’e´tude
Dans ce chapitre nous exposons le calcul perturbatif du courant tunnel entre deux canaux de
bord contrepropageant. Chacun de ces canaux est de´crit par un liquide de Luttinger chiral ; nous
e´tudions la situation ou` les deux liquides sont caracte´rise´s par le meˆme exposant anormal g. La
valeur de l’exposant anormal g du χLL est dicte´e par la physique du volume du fluide de Hall
fractionnaire. L’exposant anormal intervient dans l’expression de la fonction de corre´lation de la
particule qui subit l’effet tunnel. Nous supposons que l’effet tunnel a` lieu le long d’une barrie`re
e´tendue avec une amplitude constante. La ge´ome´trie de l’effet tunnel e´tendu est potentiellement
riche de nouveaux phe´nome`nes d’interfe´rences qui n’existent pas dans l’effet tunnel localise´ en
un point. Par exemple, Ho a mis en avant l’existence de courants oscillants entre canaux a`
ν = 1 en l’absence de tension alternative (AC) [45]. Ce phe´nome`ne s’interpre`te simplement par
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Fig. 3.19 – Sche´mas de la barrie`re de longueur L avec les canaux de bords et l’effet tunnel de
l’un vers l’autre sur la longueur de la barrie`re. A gauche,la ge´ome´trie des e´chantillons de Kang
et al., a` droite une ge´ome´trie topologiquement e´quivalente.
une image classique : les e´lectrons du bord droit rebondissent le long de la barrie`re jusqu’a`
ce qu’il la traverse par effet tunnel. Une fois sur le bord gauche, ces e´lectrons se propagent
en de´crivant des orbites cyclotron comme pre´ce´demment mais en sens oppose´. Si la barrie`re
est suffisamment longue, l’effet tunnel se produira de nouveau et les e´lectrons apparaissent du
cote´ droit ou` ils se propagent en sens oppose´. Ainsi, dans le cas limite ou` la barrie`re est de
longueur infinie, les e´lectrons sont pie´ge´s le long de la barrie`re et oscillent entre le bord droit
et gauche (cf Fig. 3.20). Nous allons montrer que dans le re´gime d’EHQF, il apparaˆıt une
structure non-triviale de re´sultats me´langeant les non-line´arite´s attendues dues au χLL et les
interfe´rences dues a` la cohe´rence du transport a` travers la barrie`re e´tendue. Nous traiterons
e´galement la situation d’interaction forte entre les modes de propagation L et R, qui rentre dans
le meˆme cadre de traitement the´orique. Dans ce dernier cas, l’exposant anormal g prend alors
des valeurs non-universelles dicte´es par la nature de l’interaction, meˆme pour les modes de Hall a`
facteur de remplissage entier. Nous obtiendrons le courant et le bruit associe´ pour une jonction
tunnel e´tendue, en fonction de la longueur de la barrie`re, de la tempe´rature, de l’interaction
coulombienne a` longue distance entre les bords L et R et du remplissage entier ou fractionnaire
a` ν = 1/m (m entier impair).
3.3 Ge´ometrie et cine´matique de l’effet tunnel e´tendu
La ge´ome´trie que l’on conside`re est illustre´e sur la Fig. (3.19). Il s’agit d’une barrie`re e´tendue
dont la hauteur demeure constante sur une longueur L. Cette barrie`re se´pare deux 2-DEG. Il
s’agit de la ge´ome´trie de l’e´chantillon e´tudie´ par Kang et al. Dans le re´gime d’effet Hall quantique,
il se forme des modes de conduction le long de la barrie`re : ce sont les canaux de bords contre-
propageant.
3.3.1 Hamiltonien du syste`me
Etablissons d’abord la cine´matique de l’effet tunnel e´tendu en raisonnant sur le cas d’un
facteur de remplissage ν = 1. Ceci correspond au cas e´tudie´ par Ho [45]. Les niveaux de Landau
sont de´ge´ne´re´s dans le volume et leur e´nergie augmente au voisinage de la barrie`re. Ce phe´nome`ne
s’applique des deux cote´s de la barrie`re. Les niveaux de Landau de deux cote´s se croisent a`
l’inte´rieur de la barrie`re (cf Fig. 3.21), re´gion classiquement interdite, et l’effet tunnel va donner
lieu a` l’ouverture de gaps (cf Fig. 3.22). Cet effet est explique´ tre`s clairement par une simple
the´orie effective a` une particule, comme nous l’avons de´taille´ dans la section (3.2.1). On introduit
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Fig. 3.20 – Image classique d’un e´lectron pie´ge´ le long d’une barrie`re tunnel comme dans une
ge´ome´trie de longueur infinie. L’e´lectron oscille infiniment entre le bord inte´rieur (L) et exte´rieur
(R) [45].
Fig. 3.21 – Spectre a` une particule du syste`me de Hall dans la ge´ometrie de Kang et al., dans la
limite ou` la barrie`re est infiniment longue et haute. Le syste`me est invariant par translation dans
la direction x, le spectre peut eˆtre indice´ par le moment k longitudinal et l’indice de Landau n.
Dans ce cas limite, le spectre est la superposition des spectres habituels des syste`mes de Hall L
(traits pleins) et R inde´pendants (traits pointille´s), au voisinage d’un mur de potentiel infini (cf
Fig. 2.15). Ces spectres s’incurvent au voisinage de la barrie`re et se croisent, en particulier a`
k = 0. La largeur de la barrie`re est d = 2a, l est la longueur magne´tique [45].
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les champs des e´lectrons chiraux se propageant vers la droite ψR et vers la gauche ψL ; ce sont
les modes relevant lorsque le facteur de remplissage 1 ≤ ν ≤ 2. Ce sont les e´tats de bords
contre-propageant [24]. L’e´nergie cine´tique due au potentiel de confinement est alors :
Hkin = −iv
∫
dx(ψ†R∂xψR − ψ†L∂xψL), (3.16)
avec v la vitesse de de´rive le long de la barrie`re. Les modes L ont une e´nergie L(k) = −vk et
les modes R une e´nergie R(k) = vk. Ces relations de dispersion se croisent a` k = 0 pour une
e´nergie nulle (cf Fig. 3.21). C’est en ce point que l’effet tunnel se manifeste le plus fortement.
L’effet tunnel a` travers la barrie`re peut eˆtre de´crit par un Hamiltonien me´langeant ces modes :
HT = T
∫ +L/2
−L/2
dx (ψ†R(x)ψL(x) + ψ
†
L(x)ψR(x)). (3.17)
ou` T est l’amplitude tunnel, suppose´e constante le long de la barrie`re. La coordonne´e x est
de´finie le long de la barrie`re comme sur la Fig. (5.3). Ainsi, les modes existent pour toutes les
valeurs de x et l’effet tunnel n’a lieu que dans l’intervalle [−L/2,+L/2]. Cet Hamiltonien peut
eˆtre conside´re´ comme un terme de masse du champ de fermions pour une barrie`re de longueur
infinie. Cette masse donne naissance a` un gap dans le spectre d’excitations des fermions libres.
La conse´quence de ce gap est qu’il existe un intervalle de valeurs de l’e´nergie pour lesquelles il
n’y a pas de solutions propagatives mais des solutions e´vanescentes le long de la barrie`re (cf Fig.
3.22). Ce phe´nome`ne se reproduit a` l’intersection des niveaux de Landau plus e´leve´s [33]. Le
proble`me de´fini par Hkin +HT est une the´orie de fermions libres qui a e´te´ e´tudie´e exactement
[45]. Les proprie´te´s de transport de ce syste`me peuvent eˆtre obtenues par une approche a` la
Landauer. Malheureusement une telle simplicite´ dans le formalisme n’est plus possible dans le
re´gime fractionnaire : dans ce cas les ope´rateurs d’e´lectrons sont de´crits par la the´orie des χLL
et plus par la the´orie libre Eq.(3.16). L’Hamiltonien ade´quat est donne´ par (2.170).
Fig. 3.22 – Les points d’intersection de la Fig. (3.21) s’ouvrent en petits gaps quand la hauteur
de la barrie`re devient finie, autorisant l’effet tunnel du syste`me L vers R et re´ciproquement.
Loin de la barrie`re (i.e. dans le volume) le spectre est inchange´ [45].
Hkin = piv
ν
∫
dx (ρ2R + ρ
2
L) (3.18)
avec ρR(x) =: ψ
†
R(x)ψR(x) : l’ope´rateur de densite´ e´lectronique du mode R de´crivant les fluc-
tuations de densite´s au point x et ρL(x) =: ψ
†
L(x)ψL(x) : de´fini de la meˆme manie`re pour le
mode L. Nous nous inte´ressons au cas sans interactions a` travers la barrie`re, de sorte que les
χLL sont de´couple´s et que toutes les proprie´te´s des fonctions de corre´lations sont connues. Nous
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continuons d’utiliser l’Hamiltonien Eq.(3.17) que nous traiterons de manie`re perturbative, afin
d’obtenir la caracte´ristique IT (V ) du syste`me. Conside´rons d’abord un seul bord traite´ comme
un fluide de Hall fractionnaire de remplissage ν = 1/m, m impair. Un unique boson chiral est
alors suffisant pour de´crire la the´orie du χLL correspondante. Le fluide de Hall de´termine la
valeur de l’exposant anormal g qui caracte´rise les corre´lations au bord. On conside`re ici l’effet
tunnel entre deux 2-DEG diffe´rents, les ope´rateurs ψR et ψL doivent alors eˆtre pris comme des
ope´rateurs e´lectroniques1. Contrairement a l’effet tunnel ponctuel dans un QPC [22], la version
bosonise´e de la the´orie ne peut pas eˆtre traite´e exactement dans la mesure ou` le terme d’effet
tunnel n’est plus ici un ope´rateur de bord. Nous ne pouvons alors re´aliser qu’un traitement
perturbatif.
3.3.2 Discussion a` propos des interactions
Dans les e´chantillons utilise´s expe´rimentalement, on peut s’attendre a` avoir des effets d’in-
teraction coulombienne le long et a` travers de la barrie`re, que l’on peut de´crire par le type
d’Hamiltonien suivant :
HCoulomb =
∫
dydxV1(x−y)[ρR(x)ρR(y) + ρL(x)ρL(y)]+2
∫
dxdyV2(x−y)ρR(x)ρL(y), (3.19)
Ce terme est probablement important dans les structures e´tudie´es par Kang et al. ou` la largeur
de la barrie`re est plus petite que la longueur magne´tique. Nous allons montrer que les modes
propres sont un me´lange des modes de propagations L et R de´couple´s. L’e´tude de l’effet tunnel
peut alors eˆtre re´alise´e de manie`re standard, simplement en rede´finissant la valeur du parame`tre
de Luttinger g. Ainsi les re´sultats de notre calcul perturbatif de courant tunnel s’appliquent au
cas des bords en interactions si on utilise la valeur de g approprie´e. Ainsi, Mitra et Girvin ont
estime´ la valeur de g ≈ 0.6−0.7 dans les structures e´tudie´es dans les refs.([33, 34]). Cette valeur
est un exemple de ce que l’on peut espe´rer dans le re´gime de Hall entier, quand les interactions
de´truisent la quantification de g par la physique du volume.
3.3.3 Effet tunnel re´sonnant
Remarquons que ce type de calcul perturbatif a` e´te´ re´alise´ dans diverses e´tudes d’effet tunnel
et constitue un outil valable pour re´aliser la spectroscopie des e´chantillons de dimensionnalite´s
re´duites en re´gime d’effet Hall quantique [47, 50, 51, 52, 55, 72]. Dans un e´chantillon soumis
a` un champ magne´tique, les e´tats de bords seront peuple´s jusqu’a` un certain niveau de Fermi.
Nous conside´rons la situation syme´trique ou` le niveau de Fermi est le meˆme des deux cote´s
de la barrie`re. Appliquer une diffe´rence de potentiel conduit a` une diffe´rence entre ces niveaux
de Fermi. Le champ magne´tique exte´rieur peut eˆtre re´gle´ de sorte que les points de Fermi se
croisent en k = 0. C’est la situation observe´e d’abord par Kang et al. lorsque se produit un
pic de conductance a` diffe´rence de potentiel nulle. Les relations de dispersions si particulie`res
conduisent a` des contraintes spe´ciales sur la cine´matique dans le cas d’une barrie`re e´tendue. En
effet, quand la longueur de celle-ci tend vers l’infini, le moment le long de la barrie`re devient une
quantite´ conserve´e au cours de l’effet tunnel (ce qui n’est pas le cas dans l’effet tunnel ponctuel).
De meˆme, la conservation de l’e´nergie au cours de l’effet tunnel implique que seuls les e´tats a`
l’intersection des relations de dispersion des modes L et R pourront subir l’effet tunnel. Lorsque
le vecteur d’onde de Fermi est non-nul (par rapport au vide de´fini par les eqs (3.18, 3.17)), il est
ne´cessaire d’avoir une diffe´rence de potentiel finie eV afin d’obtenir l’effet tunnel. Ce seuil de
voltage tendra vers 0 si le facteur de remplissage est re´gle´ au niveau du point de de´ge´ne´rescence
kf = 0.
1Nous avons vu a` la section 3.1.2 que l’effet tunnel de quasi-particules n’existe qu’a` l’inte´rieur du meˆme 2-DEG.
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3.4 Traitement perturbatif
3.4.1 Courant tunnel en repre´sentation d’interaction
Nous appliquons ici le formalisme habituel de l’effet tunnel a` notre syste`me. Le courant
tunnel est la conse´quence d’une situation hors-e´quilibre ou` le potentiel chimique µL du bord
L est porte´ a` une valeur diffe´rente de µR par diffe´rence de potentiel V . Ainsi, eV = µL − µR.
Le courant s’exprime a` partir de la de´rive´e par rapport au temps, du nombre de particules
N̂L =
∫
dx(ψ†L(x)ψL(x)) du bord L,par exemple. Ainsi, le courant tunnel moyen est donne´ par
l’expression :
IT (t) = −e〈N˙L(t)〉, (3.20)
avec e > 0 la charge e´lectrique e´le´mentaire. Notons que dans tout le traitement nous avons pose´
h¯ = 1 et kB = 1. L’Hamiltonien total est donne´ par :
H = HL +HR +HCoulomb +HT , (3.21)
dans cette expression HL et HR sont les Hamiltoniens des χLL de chaque cote´ de la jonction.
Nous allons traiter HT comme une perturbation de H0 = HL + HR + HCoulomb et nous ne
conserverons que le terme dominant. Le de´veloppement standard au premier ordre ne´cessite
l’e´valuation de :
N˙L = i[H, N̂L] = i[HT , N̂L] (3.22)
La dernie`re e´galite´ de´coule directement du fait qu’en l’absence de courant tunnel, HL, HR et
HCoulomb conservent se´pare´ment le nombre de particules N̂L et N̂R ; ils commutent donc avec
N̂L. Il est utile de re´exprimer N̂L et HT en fonction des ope´rateurs cre´ation c†(k) et annihilation
d’e´lectrons c(k).
N̂L =
∑
q
c†L(q)cL(q) (3.23)
De meˆme :
HT =
∑
k,p
{Tkpc†R(k)cL(p) + T ∗kpc†L(p)cR(k)} (3.24)
avec Tkp l’amplitude de probabilite´ qu’un e´lectron de moment p du syste`me L soit diffuse´ dans un
e´tat de moment k du syste`meR par effet tunnel. Il faut enfin pre´ciser les relations d’anticommuta-
tion de ces ope´rateurs : {cL(p), c†L(k)} = {cR(p), c†R(k)} = δk,p. Tous les autres anticommutateurs
sont nuls. Nous pouvons maintenant e´valuer l’expression (3.22) :
N˙L = i
∑
k,p
∑
q
{
Tkp[c†R(k)cL(p), c†L(q)cL(q)] + T ∗kp[c†L(p)cR(k), c†L(q)cL(q)]
}
(3.25)
Par re´arrangement des ope´rateurs, le premier terme devient :
[c†R(k)cL(p), c
†
L(q)cL(q)] = c
†
R(k)cL(p)c
†
L(q)cL(q)− c†L(q)cL(q)c†R(k)cL(p)
= c†R(k)cL(p)δp,q − c†R(k)c†L(q)cL(p)cL(q)− c†L(q)cL(q)c†R(k)cL(p)
(3.26)
Les deux derniers termes se simplifient par application des relations d’anticommutations et
[c†R(k)cL(p), c
†
L(q)cL(q)] = c
†
R(k)cL(p)δp,q. De meˆme, on calcule aise´ment :
[c†L(p)cR(k), c
†
L(q)cL(q)] = −c†L(p)cR(k)δp,q (3.27)
Ainsi, en regroupant ces termes :
N˙L = i
∑
k,p
{Tkpc†R(k)cL(p)− T ∗kpc†L(p)cR(k)} (3.28)
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Il reste maintenant a` calculer la valeur moyenne 〈N˙L(t)〉 par the´orie des perturbations. La
premie`re e´tape consiste a` e´valuer la valeur moyenne de l’ope´rateur N˙L au cours du temps :
〈N˙L(t)〉 = 〈ψ|ei(H0+HT )tN˙Le−i(H0+HT )t|ψ〉 (3.29)
Nous avons ici utilise´ la repre´sentation de Heisenberg pour l’e´volution temporelle de l’ope´rateur
et pour la fonction d’onde |ψ〉 du fondamental du syste`me non perturbe´2.
L’e´tape suivante consiste a` passer en repre´sentation d’interaction, dans laquelle le terme HT
est conside´re´ comme une perturbation de l’Hamiltonien H0.
〈N˙L(t)〉 = 〈ψ|U †(t)eiH0tN˙Le−iH0tU(t)|ψ〉 (3.30)
et l’ope´rateur d’e´volution :
U(t) = Te{−i
∫ t
−∞ dt
′HT (t′)} (3.31)
avec T , l’ope´rateur d’ordonnement dans le temps. U(t) obe´it a` l’e´quation de Dyson inte´gre´e :
e−i(H0+HT )t = e−iH0tU(t) (3.32)
Dans ce formalisme, les ope´rateurs e´voluent au cours du temps suivant l’Hamiltonien libre, c’est
a` dire de la fac¸on suivante :
N˙L(t) = e
iH0tN˙Le−iH0t (3.33)
et
HT (t) = eiH0tHT e−iH0t (3.34)
On peut maintenant proce´der au de´veloppement au premier ordre des termes U(t)|ψ〉 :
U(t)|ψ〉 = [1− i
∫ t
−∞
dt′HT (t′)]|ψ〉 (3.35)
et
〈ψ|U †(t) = 〈ψ|[1 + i
∫ t
−∞
dt′HT (t′)] (3.36)
Ainsi :
〈N˙L(t)〉 = 〈ψ|N˙L − i
∫ t
−∞
dt′[N˙L(t),HT (t′)]|ψ〉 (3.37)
Nous obtenons alors la formule suivante :
IT (t) = ie
∫ t
−∞
dt′〈[N˙L(t),HT (t′)]〉, (3.38)
3.4.2 Introduction des potentiels chimiques
Une e´tape importante de ce calcul consiste a` inse´rer les potentiels chimiques µL et µR relatifs
aux deux cote´s de la jonction. Les Hamiltoniens HR et HL utilise´s jusque ici ne contiennent pas
les potentiels chimiques des syste`mes L et R. Les e´nergies sont mesure´es sur l’e´chelle de´termine´e
pre´ce´demment (section 3.3.1) et non pas par rapport aux potentiels chimiques. Nous allons
maintenant inclure ces potentiels chimiques dans les termes d’e´volution temporelle de fac¸on a`
2Ici, le fondamental est celui ou` les mers de Fermi des syste`mes L et R sont peuple´s jusqu’a` l’e´nergie de Fermi
a` tempe´rature nulle, et suivant la distribution de Fermi-Dirac a` tempe´rature finie. En introduisant les potentiels
chiliques, comme nous le ferons par la suite, nous allons donc de´caller l’origine des ce fondamental et le de´caller
en e´nergie.
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ce que les e´nergies soient mesure´es par rapport aux potentiels chimiques de chaque syste`me.
Cette proce´dure standard permet d’obtenir directement le courant en fonction de la diffe´rence
de potentiel applique´e entre les deux syste`mes L et R. On de´finit alors les Hamiltoniens KR et
KL par rapport aux potentiels chimiques.
KR = HR − µRN̂R
KL = HL − µLN̂L
K0 = KR +KL +HCoulomb
(3.39)
Pour un syste`me libre, cette rede´finition donne KR = ∑k(R − µR)c†R(k)cR(k) alors que HR =∑
k Rc
†
R(k)cR(k). Comme les ope´rateurs N̂L et N̂R commutent avec K0, nous pouvons scinder
les termes apparaissant dans les exponentielles des expressions (3.33,3.34) :
N˙L(t) = e
iK0t(eit(µLN̂L+µRN̂R)N˙Le−it(µLN̂L+µRN̂R))e−iK0t (3.40)
HT (t′) = eiK0t′(eit′(µLN̂L+µRN̂R)HT e−it′(µLN̂L+µRN̂R))e−iK0t (3.41)
Evaluons cette dernie`re e´galite´ en conside´rant l’expression (3.24). Notons que cR(k) commute
avec N̂L et cL(p) avec N̂R. On peut re´e´crire la partie entre parenthe`ses de (3.41) :
HT (t′) = eiK0t′
∑
k,p
(Tkpeit′µRN̂Rc†R(k)e−it
′µRN̂Reit
′µLN̂LcL(p)e
−it′µLN̂L + h.c.)e−iK0t
′
(3.42)
On peut maintenant calculer les ope´rateurs suivants :
eit
′µRN̂Rc†R(k)e
−it′µRN̂R = eit′µRc†R(k)
eit
′µLN̂LcL(p)e
−it′µLN̂L = eit′µLcL(p)
(3.43)
Enfin, en faisant agir les ope´rateurs d’e´volution eiK0t′ et e−iK0t′ a` gauche et a` droite de (3.42),
nous obtenons :
HT (t′) =
∑
k,p
(Tkpei(µR−µL)t′eiK0t′c†R(k)e−iK0t
′
eiK0t
′
cL(p)e
−iK0t′ + h.c.) (3.44)
L’e´volution temporelle des ope´rateurs cre´ation-annihilation permet de re´e´crire HT (t′) comme :
HT (t′) =
∑
k,p
(Tkpei(µR−µL)t′c†R(k, t′)cL(p, t′) + h.c.) (3.45)
En suivant exactement les lignes de la de´monstration pre´ce´dente, nous pouvons calculer l’e´volu-
tion de N˙L(t) a` partir de la de´finition de (3.28). On obtient alors :
N˙L(t) =
∑
k,p
(Tkpei(µR−µL)t′c†R(k, t′)cL(p, t′)− h.c.) (3.46)
En re´introduisant ces ope´rateurs dans l’expression (3.38)
IT (t) = −e
∫ t
−∞
dt′〈[
∑
k,p
(Tkpei(µR−µL)tc†R(k, t)cL(p, t)−h.c.),
∑
k′,p′
(Tk′p′ei(µR−µL)t′c†R(k′, t′)cL(p′, t′)+h.c.)]〉
(3.47)
En posant A(t) =
∑
k,p c
†
R(k, t)cL(p, t) et en remarquant que µR − µL = −eV , l’expression
pre´ce´dente se simplifie en :
IT (t) = −e
∫ t
−∞
dt′〈[e−ieV tA(t)− eieV tA†(t), e−ieV t′A(t′) + eieV t′A†(t′)]〉 (3.48)
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IT (t) = −e
∫∞
−∞ dt
′θ(t− t′)(e−ieV (t−t′)〈[A(t), A†(t′)]〉 − eieV (t−t′)〈[A†(t), A(t′)]〉+
e−ieV (t+t′)〈[A(t), A(t′)]〉 − eieV (t+t′)〈[A†(t), A†(t′)]〉) (3.49)
Les deux premiers termes correspondent a` l’effet tunnel normal mais les deux derniers sont
les termes de l’effet tunnel Josephson. Cet effet ne se manifeste pas dans le syste`me que l’on
conside`re et on n’en tient pas compte3. La partie normale du courant IT (t) est donc :
IT (t) = −e
∫ ∞
−∞
dt′θ(t− t′)(e−ieV (t−t′)〈[A(t), A†(t′)]〉 − eieV (t−t′)〈[A†(t), A(t′)]〉) (3.50)
Par de´finition, le propagateur retarde´ des ope´rateursA et A† s’e´crit :XRet(t) = −iθ(t)〈[A(t), A†(0)]〉.
Nous constatons que la transforme´e de Fourier de ce propagateur est :
iX̂Ret(−eV ) =
∫ ∞
−∞
dt′θ(t− t′)(eieV (t−t′)〈[A(t), A†(t′)]〉 (3.51)
IT (t) = −ie[X̂Ret(−eV )− X̂Adv(−eV )] (3.52)
avec X̂Adv le propagateur avance´ des ope´rateurs A et A
† ; les relations usuelles entre propagateurs
avance´s et retarde´s conduisent a` X̂∗Adv = X̂Ret. On obtient alors :
IT = −2eT 2Im[X̂Ret(−eV )] (3.53)
En notant A(t) =
∫ L/2
−L/2 dxA(t, x)
IT = −2eT 2
∫ L/2
−L/2
∫ L/2
−L/2
dxdyIm[X˜ret(
−eV
h¯
, x− y)] (3.54)
avec Xret(t − t′, x − y) = −iθ(t − t′)〈[A(t, x), A†(t′, y)]〉 le propagateur retarde´ de l’ope´rateur
local de tunnel A(t, x) = cL(x, t)c
†
R(x, t).
3.4.3 Propagateurs bosonise´s
Avec l’expression (3.54), le proble`me revient a` calculer les fonctions de corre´lations de A(t, x).
En raison de l’interaction coulombienne longue distance entre les syste`mes L et R, les propaga-
teurs de l’ope´rateur tunnel ne peuvent se calculer que par technique de bosonisation.
Bords sans interaction
Lorsque les χLL des bords droits et gauches ne sont pas couple´s par interaction coulombienne
a` travers la barrie`re, le calcul des fonctions de Green G>(x, t) et G<(x, t) est relativement simple
puisque les ope´rateurs des fermions droits et gauches anticommutent. On en de´duit imme´diate-
ment que
G>(x, t) = 〈A(x, t)A†(0, 0)〉 (3.55)
et
G>(x, t) = 〈cL(x, t)c†R(x, t)cR(0, 0)c†L(0, 0)〉 = 〈cL(x, t)c†L(0, 0)〉〈c†R(x, t)cR(0, 0)〉 (3.56)
Le calcul de ces fonctions de Green donne :
G>(x, t) =
ag−2
4pi2
eikfx
(α+ i(x+ vf t))
g
eikfx
(α− i(x− vf t))g (3.57)
3L’e´valuation de ces ope´rateurs conduit a` des contributions ne´gligeables au courant final [56].
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Bords en interaction
Nous conside´rons ici que le syste`me est dans la ge´ome´trie (b) de Fig. (3.19) i.e. les bords
des deux 2-DEG sont paralle`les et l’effet tunnel se produit sur une re´gion de longueur finie L4.
Dans ce cas, le proble`me non-perturbe´ i.e. sans effet tunnel est invariant par translation. Si on
conside`re la situation ou` l’interaction coulombienne longue distance couple les modes des bords
droits et gauches par l’Hamiltonien (3.19), le proble`me sans effet tunnel s’exprime simplement
en modes de Fourier :
Hkin + Hint =
∑
k>0
(
2piv
e2ν
+ V˜1(k))×
× [ρL(k)ρL(−k) + ρR(k)ρR(−k)] + (3.58)
+
∑
k>0
V˜2(k)(ρL(k)ρR(−k) + ρR(k)ρL(−k)).
Cet Hamiltonien est exactement l’Hamiltonien de Tomonaga-Luttinger5 e´tudie´ a` la section 2.9.4,
dans le cas ou` les couplages g2 et g4 (ici respectivement V˜1(k) et V˜2(k)), de´pendent du moment
k. Comme nous l’avons de´ja vu en de´tail, cette forme quadratique peut eˆtre diagonalise´e par
une transformation de Bogolyubov :
ρ˜L(k) = cosh θkρL(k) + sinh θkρR(k),
ρ˜R(k) = cosh θkρR(k) + sinh θkρL(k), (3.59)
avec :
tanh 2θk =
V˜2(k)
2piv/(e2ν) + V˜1(k)
. (3.60)
Le proble`me initial devient alors simplement celui d’un boson libre :
2pi
e2ν
∑
k>0
vk [ρ˜L(k)ρ˜L(−k) + ρ˜R(k)ρ˜R(−k)] , (3.61)
ou` nous avons pose´ :
v2k = (v +
e2ν
2pi
V˜1(k))
2 − (e
2ν
2pi
V˜2(k))
2. (3.62)
Le courant tunnel s’exprime a` travers les fonctions de Green :
I = 2eT 2Im
∫
−iΘ(t)[G>(t)−G<(t)]e−ieV tdt, (3.63)
avec G>(t) = 〈A(t)A†(0)〉 et G<(t) = 〈A†(0)A(t)〉. Comme pre´ce´demment l’ope´rateur A est
l’ope´rateur de l’effet tunnel e´lectronique A(t) =
∫
dxψ†L(x, t)ψR(x, t). La fonction de corre´lation
de A devra eˆtre e´value´ a` partir de l’Hamiltonien invariant par translation (3.58). Cela se cal-
cule simplement dans la mesure ou` la vitesse vk et l’angle θk de la rotation de Bogolyubov ne
de´pendent pas de k en premie`re approximation : θk ≈ θ et vk ≈ v0. Dans ce cas, l’ope´rateur de
tunnel e´lectronique s’exprime uniquement a` partir d’un boson libre :
ψ†LψR ∝ e2ikF xeiφ˜(cosh θ−sinh θ)/
√
ν , (3.64)
avec φ˜ = φ˜L+φ˜R et ρ˜L,R =
e
√
ν
2pi ∂xφ˜L,R. Les fonctions de Green peuvent eˆtre calcule´es exactement
comme dans le cas sans interaction, avec la diffe´rence que l’exposant anormal n’est plus quantifie´
4Cette situation est donc diffe´rente du montage expe´rimental de Kang.
5Nous avons simplement introduit la charge e dans les ope´rateurs de densite´, d’ou` le terme en 1/e2 dans la
partie cine´tique. Ceci permet de traiter des interactions V˜ qui ne de´pendent pas de la charge.
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par la physique du volume mais il est renormalise´ par les interactions entre les bords : le facteur
(cosh θ− sinh θ) de´pend de V˜1 et de V˜2. Ainsi toutes les quantite´s peuvent eˆtre calcule´es comme
si les espe`ces chirales de deux cote´s de la barrie`re e´taient les excitations de liquides de Luttinger
chiraux inde´pendants d’exposant anormal g et de vitesse vf dont les fonctions de Green sont
donne´es par :
〈cL(x, t)c†L(0, 0)〉 =
ag−1
2pi
e−ikfx
(α+ i(x+ vf t))
g (3.65)
〈c†R(x, t)cR(0, 0)〉 =
ag−1
2pi
e−ikfx
(α− i(x− vf t))g (3.66)
Ainsi la fonction de Green retarde´e X˜ret(ω, x) est donne´e par :
X˜ret(ω, x) =
∫
−iθ(t)[G>(x, t) −G<(x, t)]eiωt (3.67)
avec G<(x, t) = 〈A†(0, 0)A(x, t)〉 et
G<(x, t) =
a2g−2
4pi2
eikfx
(α− i(x+ vf t))g
eikfx
(α+ i(x− vf t))g (3.68)
Le courant tunnel s’exprime de manie`re plus e´le´gante via la calcul des propagateurs de Matsubara
associe´s aux fonctions de Green G>(x, t) et G<(x, t).
3.4.4 Propagateurs de Matsubara
Nous allons maintenant calculer :∫ L/2
−L/2
∫ L/2
−L/2
dxdyIm[X˜ret(ω, x− y)] (3.69)
La technique classique dans une telle situation consiste a` d’abord e´valuer la fonction de Green de
Matsubara X˜ret(iω, x) de laquelle on de´duira par la suite 3.69. En faisant intervenir les fre´quences
de Matsubara bosoniques.
X˜ret(iω, x) = −
∫ β
0
dτeiωnτ 〈TτA(x, τ)A†(0, 0)〉 (3.70)
Ici, Tτ est l’ope´rateur d’ordonnement dans le temps complexe τ . Les proprie´te´s d’anticommuta-
tions re´elles ou effectives de´taille´es a` la sous-section pre´ce´dente des ope´rateurs fermioniques cL
et cR permettent de transformer (3.70) en :
X˜ret(iω, x) = −
∫ β
0
dτeiωnτ 〈Tτ cL(x, τ)c†L(0, 0)〉〈Tτ c†R(x, τ)cR(0, 0)〉 (3.71)
En identifiant les propagateurs de Matsubara GL(x, τ) = 〈Tτ cL(x, τ)c†L(0, 0)〉 et GR(−x,−τ) =
〈Tτ c†R(x, τ)cR(0, 0)〉, l’expression pre´ce´dente peut eˆtre e´crite en transforme´e de Fourier avec la
convention d’e´criture f(x) =
∫ dk
2pi f˜(k).
X˜ret(iω, x) = +
∫ β
0
dτeiωnτGL(x, τ)GR(−x,−τ) (3.72)
X˜ret(iω, x) = +
∫
dkdk′
4pi2
e−i(k−k
′)x)
∫ β
0
dτeiωnτGL(k′, τ)GR(k,−τ) (3.73)
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L’e´tape suivante consiste a` inte´grer sur les variables spatiales :∫ L/2
−L/2
dx
∫ L/2
−L/2
dx′X˜ret(iω, x− x′) =
∫
dkdk′
pi2
sin2[(k − k′)L/2]
(k − k′)2
∫ β
0
dτeiωnτGL(k′, τ)GR(k,−τ)
(3.74)
Il reste maintenant a` transformer l’inte´grale sur le temps imaginaire en somme discre`te sur les
fre´quences de Matsubara :∫ β
0
dτeiωnτGL(k′, τ)GR(k,−τ) = 1
β
∑
ipn
GL(k′, ipn)GR(k, ipn − iωn) (3.75)
Il suffit de transformer cette somme en une inte´grale de Cauchy sur le contour repre´sente a` la
Z=e
Z=e+  wi
Fig. 3.23 – Contour d’inte´gration autour des fre´quences de Matsubara.
Fig. (3.23) Les poˆles de la fonction de Fermi-Dirac a` tempe´rature T = 1/β s’ave`rent eˆtre les
fre´quences de Matsubara nf (z) = 1/(1 + exp(βz)) .∫ β
0
dτeiωnτGL(k′, τ)GR(k,−τ) =
∫
dz
2ipi
nf (z)GL(k′, z)GR(k, z − iωn) (3.76)
Cette expression une fois calcule´e et factorise´e donne l’ expression :∫ β
0 dτe
iωnτGL(k′, τ)GR(k,−τ) =
∫∞
−∞
dε
pi nf (ε)GL(k′, ε+ iωn){Im(GR,Ret(k, ε))}
+GL(k′, ε− iωn){Im(GL,Ret(k′, ε))}
(3.77)
On proce`de maintenant au prolongement analytique iωn → ω + iδ :∫ β
0
dτeiωnτGL(k′, τ)GR(k,−τ) =
∫ ∞
−∞
dε
2pi
nf (ε){AL(k′, ε)GR(k, ε−ω−iδ)+AR(k, ε)GL(k′, ε+ω+iδ)}
(3.78)
et lorsque l’on prend la partie imaginaire de cet objet et que l’on effectue le changement de
variable ε→ ε+ ω, on obtient :
1
2
∫ ∞
−∞
dε
2pi
nf (ε)AR(k, ε)AL(k
′, ε+ ω)AR(k, ε){nf (ε− eV )− nf (ε)} (3.79)
Cette proce´dure me`ne a` une formule compacte pour le courant tunnel :
IT = eT 2
∫
dkdk′
4pi2
sin2[(k − k′)L/2]
(k − k′)2
∫
d
2pi
AR(k, )AL(k
′, − eV ){nf (− eV )− nf ()}. (3.80)
Dans cette e´quation, nf () = 1/(1 + exp(β)) est la fonction de Fermi-Dirac a` la tempe´rature T
(β = 1/T ) et AR(k, ω) (resp. AL(k, ω)) est la densite´ spectrale chirale du liquide de Luttinger
se propageant vers la droite R (resp. vers la gauche L).
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3.4.5 Densite´ spectrale
La densite´ spectrale s’obtient en prenant la partie imaginaire de la fonction de Green retar-
de´e :
AR,L(k, ω) = −2 Im
∫ ∫
dtdx
4pi2
eiωt−ikx
[
−iθ(t)〈{ψR,L(x, t), ψ†R,L(0, 0)}〉β
]
, (3.81)
ici, nous avons calcule´ la moyenne thermique 〈〉β dans l’ensemble grand canonique comprenant
les potentiels chimiques µL,R. La proce´dure exacte consiste a` d’abord e´valuer les transformer de
Fourier dans l’espace et le temps de la fonction de Green G>R,L des excitations se propageant vers
la droite et la gauche ; ensuite les densite´s spectrales se de´duisent de l’identite´ suivante valable
a` tempe´rature finie :
G>R,L(k, ω) = (1− nf (ω))AR,L(k, ω). (3.82)
Les fonctions de Green pour un liquide de Luttinger chiral sont donne´es par les expressions
suivantes
G>R,L(k, ω) = α
g−1
∫ ∫
dtdx
4pi2
eiωt−ikxe∓ikfx
(piT )g
[i sinh(piT (vt∓ x))]g , (3.83)
ou` g est le parame`tre du liquide de Luttinger [24], kf est le vecteur d’onde de Fermi et α est un
cut-off microscopique. Dans le cas d’effet tunnel electronique, l’exposant anormal est donne´ par
g = 1/ν = m si les deux fluide de EHQF ont des facteurs de remplissage ν = 1/m. Ceci de´crit
la situation ou` la barrie`re se´pare deux gaz d’e´lectrons distincts. Nous conside´rons la situation
simple ou` les facteurs de remplissage sont les meˆmes de part et d’autre de la barrie`re. Si l’on
s’inte´resse a` l’effet tunnel en prenant en compte les interactions a` travers la barrie`re, alors g
n’est plus quantifie´ et dans un syste`me de Hall entier, il peut eˆtre plus petit que un ( en raison
des interactions re´pulsives). La transforme´e de Fourier des fonctions spectrales peut eˆtre calcule´e
[57] :
G>R,L(k, ω) = (
2piα
vβ
)g−1eβω/2 B(
g
2
+ i
βω
2pi
,
g
2
− iβω
2pi
) δ(ω + v(kf ∓ k)). (3.84)
Cette formule conduit directement a` une forme compacte des densite´s spectrales :
AR,L(k, ω) = 2(
2piα
vβ
)g−1 cosh(
1
2
βω)B(
g
2
+ i
βω
2pi
,
g
2
− iβω
2pi
) δ(ω + v(kf ∓ k)), (3.85)
ou` B(x, y) est la fonction Beta d’Euler. Dans la limite de tempe´rature nulle, la formule (3.85)
redonne la fonction de densite´ spectrale d’un liquide de Luttinger usuelle a` tempe´rature nulle :
AR,L(k, ω) = α
g−1 2pi
Γ(g)
|k ∓ kf |g−1δ(ω + v(kf ∓ k)). (3.86)
La fonction spectrale peut eˆtre re´exprime´e si on de´finit l’e´nergie de Fermi εf = vkf et ses
proprie´te´s d’e´chelle sont alors :
AR,L(k, ω) =
(
T
εf
)g−1
Fg(ω/T ) δ(ω + εf +∓vk), (3.87)
avec la fonction d’e´chelle :
Fg(z) = (αkf )
g−1 cosh(z/2) B(
g
2
+ i
z
2pi
,
g
2
− i z
2pi
). (3.88)
Remarquons que la loi d’e´chelle en ω/T est de´truite par le pre´-facteur
(
T
εf
)g−1
, quand g 6= 1.
La fonction d’e´chelle F est repre´sente´e sur la Fig.( 3.24).
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Fig. 3.24 – Fonction d’e´chelle F(z,g) d’un liquide de Luttinger chiral Luttinger en fonction de
la variable d’e´chelle z = ω/T pour g g=0.7.
3.5 Re´sultats
La formule Eq.(3.80) fournit la valeur du courant tunnel pour une barrie`re de longueur L,
un parame`tre d’interaction g, une tension applique´e eV et une tempe´rature non-nulle. Il est plus
pratique d’utiliser des variables re´duites a-dimensione´es : la longueur L = Lkf et la diffe´rence
de potentiel applique´e v = eV /(2εf ), avec εf = vkf . Nous nous inte´ressons d’abord a` la limite
de tempe´rature nulle. Le courant tunnel s’e´crit alors comme :
IT = I0 L
2
∫ +v
−v
du
sin2[(1 + u)L]
(1 + u)2L
2 (v
2 − u2)g−1, (3.89)
nous avons de´fini une e´chelle de courant I0 = eT 2(αkf )2g−2/8piεfΓ(g)2. Le moment kf corres-
pond au moment de Fermi a` diffe´rence de potentiel nulle ; on peut e´galement le voir comme la
moyenne des moment de Fermi L et R lorsque l’on impose une diffe´rence de potentiel. En par-
ticulier, kf rest fixe quand la tension varie. Dans le cas g = 1, l’inte´grale de l’e´quation Eq.(3.89)
se calcule a` l’aide de la fonction Sinus inte´gral [58] :
IT
I0
= L [Si(2L(v + 1)) + Si(2L(v − 1))] − 1− cos(2L(v + 1))
2(v + 1)
− 1− cos(2L(v − 1))
2(v − 1) . (3.90)
3.5.1 Effet tunnel non-re´sonnant
La discussion qui suit traite du cas kf 6= 0. Ceci signifie que, sans voltage applique´, les deux
points de Fermi sont simultane´ment soit en-dessous soit au-dessus du point k = 0 ou` l’effet
tunnel est maximal, i.e. ou` les relations de dispersion se coupent. Dans ce cas l’effet tunnel
est supprime´ jusqu’a` un certain seuil de tension applique´e. La formule Eq.(3.89) manifeste cet
effet ; si la longueur de la barrie`re tend vers l’infini, la fonction sinus dans l’inte´grant de la
formule Eq.(3.89) tend vers une distribution delta de Dirac. Le courant est alors non nul au-dela`
du seuil de voltage |eV | > 2vkf . Ceci traduit simplement la conservation du moment dans la
limite L → ∞ qui est une contrainte drastique pour l’effet tunnel. Lorsque les valeurs de la
longueur L sont grandes mais finies, cet effet de seuil est lisse´ ; il disparaˆıt dans la limite du
point de contact quantique L→ 0. Dans toute la suite le cas correspondant a` kf 6= 0 sera le cas
non-re´sonnant. Dans le cas contraire, kf = 0, l’effet tunnel peut apparaˆıtre pour une diffe´rence
de potentiel infinite´simale. Ce cas re´sonant sera traite´ dans le paragraphe suivant. Dans les
re´alisations expe´rimentales, le cas re´sonnant ne peut eˆtre visible que par un re´glage tre`s fin du
champ magne´tique. Dans les expe´riences de Kang et al. kf parcourt une plage e´tendue de valeurs
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pour laquelle l’effet tunnel re´sonnant se manifeste. Ceci se traduit par un pic de conductance a`
voltage nul. Une telle plage de valeurs pour l’effet tunnel ne peut pas eˆtre de´crite par le mode`le
que nous de´veloppons ici, ou` un seul point satisfait les conditions de re´sonance. En effet, le
courant tunnel sous le seuil est de l’ordre de O(L0) et croˆıt comme O(L) au-dessus. Sous le seuil
la limite L→∞ donne :
IT /I0 =
(
eV
2εf
)2g−1 √
pi
2
Γ(g)
Γ(g + 1/2)
2F1(1,
3
2
, g +
1
2
;
(
eV
2εf
)2
), (3.91)
avec 2F1 la fonction hypergeome´trique [58]. Au-dessus du seuil, le courant est donne´ par la
formule :
IT /I0 = pi kfL
( eV
2εf
)2
− 1
g−1 . (3.92)
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Fig. 3.25 – Courant tunnel en fonction de eV /εf pour : g = 3, (pointille´s) g = 1 (traits pleins),
g = 0.7 (tirets) pour une barrie`re de longueur kfL = 1000.
Nous avons repre´sente´ certaines courbes des caracte´ristiques IT (V ) a` la Fig. (3.25) dans le
cas d’une barrie`re tre`s longue kfL 1. Dans le cas de l’EHQF, nous avons choisi le parame`tre
de Luttinger g = 3 pour l’effet tunnel entre deux liquides de remplissage ν = 1/3. Le cas g = 1 se
rapporte a` des fermions libres ; on observe l’apparition d’un courant de saturation i.e. IT devient
de l’ordre de O(L) inde´pendamment de V . Enfin nous avons trace´ la caracte´ristique IT (V ) pour
un parame`tre de Luttinger g < 1, ce qui correspond au cas des modes de bord avec interactions
a` travers la barrie`re. On note le pic de courant tre`s prononce´ a` la valeur du seuil de voltage. Le
courant au voisinage de cette valeur se comporte en effet comme ∼ (eV − 2εf )g−1 dans la limite
des grands L. Pour V → 0, le courant se comporte comme V 2g−1.
Dans le cas d’une barrie`re de longueur finie, avec kfL de l’ordre de l’unite´, les singularite´s dues
a` la cine´matique sont lisse´es. Les courbes repre´sentatives de ces phe´nome`nes sont repre´sente´es a`
la Fig.(3.26). Le comportement a` faible V demeure inchange´ par rapport au cas pre´ce´dent mais
on peut noter la pre´sence d’oscillations due a` la structure de diffraction cre´e´e par la barrie`re qui
se comporte comme un interfe´rome´tre. Remarquons que dans le cas ou` g < 1, le comportement
alge´brique du courant en V 2g−1 ne se manifeste qu’a` faible voltage. La fig. (3.26) montre un
zoom de la situation a` g = 0.7 a` tre`s faible voltage : on peut observer la non-line´arite´ typique
d’un liquide de Luttinger et la figure d’interfe´rence superpose´e. La pe´riode des oscillations de la
variable adimensionne´e du voltage eV/2εf est 2pi/(kfL). La fig. (3.27) montre le courant tunnel
en fonction de la longueur de la barrie`re pour un voltage fixe´ (eV/εf = 0.1) et diffe´rentes valeurs
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Fig. 3.26 – Courant tunnel en fonction de vs eV /εf pour g = 0.7 avec une longueur de barrie`re
suffisamment faible pour faire apparaˆıtre des oscillations.
du parame`tre d’interaction g. Il apparaˆıt un courant de saturation pour des longueurs de l’ordre
de la centaine de longueur de Fermi λf quand la diffe´rence de potentiel applique´ est infe´rieure
a` la valeur du seuil. On note aussi la pre´sence d’un phe´nome`ne de battements. Les oscillations
rapides sont dues aux interfe´rences de L et de la longueur d’onde de Fermi ; les oscillations lentes
sont controˆle´es par l’e´chelle de voltage eV/2εf qui est fixe´e a` 0.1. Nous n’avons pas repre´sente´
le cas g = 3 qui a la meˆme forme mais une valeur du courant tre`s faible exprime´e en I0.
f
0
k  L
I/I
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 20  40  60  80  100
g=0.7
g=1
 0
Fig. 3.27 – Courant tunnel en fonction de vs kfL pour g = 0.7 et g = 1 avec une tension
normalise´e eV/εf = 0.1.
3.5.2 Effet tunnel re´sonnant
Inte´ressons nous maintenant au cas kf = 0 que l’on peut obtenir en re´glant le champs
magne´tique exte´rieur applique´. Cela signifie qu’en l’absence de diffe´rence de potentiel, les niveaux
de Fermi des modes L et R coincident exactement a` k = 0. Le courant tunnel obtenu a` partir de
notre calcul perturbatif est plus simple que pre´ce´demment car l’e´nergie de Fermi disparaˆıt des
formules :
IT =
eT 2
Γ(g)2
L2
8piαv
(
αeV
2v
)2g−1
fg(
eV L
2v
), (3.93)
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avec la fonction auxiliaire fg(x) donne´e par :
fg(x) =
∫ +1
−1
dt (1− t2)g−1 sin
2(xt)
(xt)2
. (3.94)
Cette fonction de´croˆıt en pi/x pour de grandes valeurs de x, et pour n’importe quelle valeur de
g, elle prend une valeur non nulle a` l’origine. Cela signifie que IT ∝ V 2g−1 si eV L/v  1 et
I ∝ V 2g−2 quand eV L/v  1. Pour une valeur typique de g = 0.7, cela signifie que le courant
se comporte comme V 0.4 a` l’origine avant de se comporter comme V −0.6 pour des valeurs plus
grandes. La singularite´ typique des liquides de Luttinger sont encore pre´sentes, les oscillations
due au terme kf ont disparu. Le cas g = 0.7 montre que des interactions fortes dans un proble`me
ou` l’intensite´ de l’effet tunnel est faible conduisent a` une conductance divergente a` voltage nul.
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Fig. 3.28 – Fonction auxiliaire re´gissant le cross-over entre les re´gimes de barrie`re infinie et
courtes pour diffe´rentes valeurs de g.
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3.6 Tempe´rature finie
Enfin, les calculs que nous avons mene´s peuvent eˆtre e´tendus au cas de la tempe´rature non-
nulle en utilisant les fonctions spectrales a` tempe´rature finie. En de´finissant le parame`tre de
tempe´rature re´duite z = βεf , on obtient :
I =
eT 2
8piεf
(αkf )
2g−2
Γ(g)2
(
2pi
z
)2g−2
Γ(g)2
4pi2
L
2
∫
du
sin2[(1 + u)L]
(1 + u)2L
2 e
zu(1 + e−z(u+v))(1 + e−z(u−v))×
×B
(
g
2
+ i
z
2pi
(u+ v) ,
g
2
− i z
2pi
(u+ v)
)
B
(
g
2
+ i
z
2pi
(v − u) , g
2
− i z
2pi
(v − u)
)
(3.95)
On s’attend a` un lissage des courbes duˆ a` l’e´le´vation de tempe´rature, ainsi qu’a` un comportement
identique aux cas pre´ce´dent en ce qui concerne la caracte´ristique de seuil.
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3.7 Calcul du bruit.
On peut maintenant calculer la densite´ spectrale de puissance de bruit i.e. le bruit en fonction
de la fre´quence ω
S(ω) =
∫
dteiωtS(t) (3.96)
La premie`re contribution non-nulle a` cette puissance de bruit est donne´e par :
S(ω) =
1
2
∫ ∞
−∞
eiωt 〈{I(t), I(0)}〉 dt (3.97)
On peut calculer cette quantite´ (typique du transport AC) en fonction du courant tunnel a`
fre´quence nulle i.e. du courant DC de´ja` e´value´. Il existe pour cela un traitement au premier
ordre en repre´sentation d’interaction [59, 60, 61].
3.7.1 Courant et densite´ spectrale
Repartons de l’expression du courant tunnel de´ja` e´tablie :
IT (V ) = 2eT 2Im[X̂Ret(−eV )] (3.98)
avec
X̂Ret(ω) = −i
∫ ∞
−∞
dtθ(t)(eiωt〈[A(t), A†(0)]〉β (3.99)
et A(t) =
∑
k,p c
†
R(k, t)cL(p, t). Les transformations habituelles conduisent a` :
Im[X̂Ret(ω)] =
∫ ∞
−∞
dt(eiωt〈[A(t), A†(0)]〉β (3.100)
Rappelons que la moyenne utilise´e ici est la moyenne thermique.
〈A(t)A†(0)〉β = Tr(e−βKA(t)A†(0)) (3.101)
En raison de la proprie´te´ de cyclicite´ de la trace, les e´quivalences suivantes sont assez simples a`
e´tablir :
〈A(t)A†(0)〉β = Tr(A†(0)e−βKA(t))
= Tr(e−βKeβKA†(0)e−βKA(t))
= Tr(e−βKA†(iβ)A(t))
= 〈A†(0)A(t − iβ)〉β
(3.102)
On prend la transforme´e de Fourier du propagateur, et on obtient l’identite´ suivante, tre`s utile :∫∞
−∞ dt(e
iωt〈A(t)A†(0)〉β =
∫∞
−∞ dt(e
iωt〈A†(0)A(t− iβ)〉β
= e−ωβ
∫∞
−∞ dt(e
iωt〈A†(0)A(t)〉β
(3.103)
Donc
Im[X̂Ret(ω)] = (1− eωβ)
∫ ∞
−∞
dt(eiωt〈A(t)A†(0)〉β (3.104)
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Par ailleurs, on peut inse´rer la relation d’identite´ de la base |n〉 = |En, N1, N2〉 des e´tats propres
de l’ope´rateur K, qui diagonalise e´galement la matrice densite´ de l’ensemble grand-canonique,
on obtient alors :
〈A†(t)A(0)〉β = 1Z
∑
n〈n|e−βKA†(t)A(0)|n〉
=
∑
n,m,pZ
−1〈n|e−βK |m〉〈m|A†(t)|p〉〈p|A(0)||n〉
=
∑
n,p ρne
−iEnteiEpt〈n|A†(0)|p〉〈p|A(0)||n〉
〈A†(t)A(0)〉β =
∑
n,m ρne
−iEnteiEmt|〈m|A|n〉|2
(3.105)
De meˆme,
〈A(0)A†(t)〉β =
∑
n,m
ρme
iEnte−iEmt|〈m|A|n〉|2 (3.106)
Ici ρn = Z
−1e−En/kbT . On peut maintenant utiliser comme de´finition de la fonction spectrale
A(ω)
A(ω) = 2pi
∑
n,m
(ρn + ρm)|〈m|A|n〉|2δ(ω +En −Em) (3.107)
De l’identite´ pre´ce´dente, on de´duit facilement apre`s inte´gration sur le temps Im[X̂Ret(ω)] et
IT (−ω/e) as a function of A(ω)
IT (−ω/e)
(1− eωβ) +
IT (ω/e)
(1− e−ωβ) = 2eT
2A(ω) (3.108)
Le courant est antisyme´trique en fonction de la diffe´rence de potentiel applique´e ou de ω
IT (−ω/e) e
ωβ − e−ωβ
(2 − e−ωβ − eωβ) = 2eT
2A(ω) (3.109)
Les transformations usuelles coth(ωβ) = 2 coth2(ωβ/2)−1 et sinh(ωβ) = 2 coth(ωβ/2) sinh(ωβ/2).
Finalement,
IT (V ) = 2eT 2 tanh(−eV/2kbT )A(−eV ) (3.110)
3.7.2 Puissance de bruit
Il est possible un calcul du meˆme type en partant de
S(ω) = e2T 2
∫ ∞
−∞
cos(ωt)〈{A(t), A†(0)}〉β (3.111)
A partir du calcul de 〈A(0)A†(t)〉β et de 〈A†(t)A(0)〉β on obtient :
〈A(0)A†(t)〉β + 〈A†(t)A(0)〉β = e−ieV t
∑
n,m
(ρne
−i(En−Em)t + ρmei(En−Em)t)|〈m|A|n〉|2 (3.112)
Apre`s inte´gration sur le temps de cos(ωt)〈{A(t), A†(0)}〉β , on trouve
S(ω) = e2T 2∑n,m pi(ρn[δ(ω − eV −En +Em) + δ(ω + eV −En +Em)]
+ ρm[δ(ω − eV +En −Em) + δ(ω + eV +En −Em)])|〈m|A|n〉|2
(3.113)
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Les variables n et m de la double somme e´tant muettes, on trouve finalement :
S(ω, eV ) =
e2T 2
2
∑
±
A(−eV ± ω) (3.114)
Du calcul de IT (V ) il est alors e´vident que :
S(ω, eV ) =
e
2
∑
±
coth(
eV ± ω
2kbT
)I(eV ± ω) (3.115)
Une observable inte´ressante est la conductance line´aire GT (ω, eV ). Le traitement standard
conduit a` la formule de Kubo, que l’on peut exprimer de la manie`re suivante :
2ω
e
ReGT (ω, eV ) = I(eV + ω)− I(eV − ω) (3.116)
A partir de cette e´quation et de Eq.(3.115), la puissance de bruit a` fre´quence nulle s’exprime en
fonction de la conductance a` fre´quence finie :
S(0, eV ) + S(0,−eV ) = 2eV coth( eV
2kbT
)ReGT (eV, 0) (3.117)
Il est e´galement tre`s facile de de´duire la puissance de bruit a` fre´quence nulle a` partir de :
S(0, eV ) = e coth(
eV
2kbT
)I(eV )T=0K (3.118)
ce qui devient, a` tempe´rature nulle :
S(0, eV ) = eI(eV )T=0K (3.119)
La puissance de bruit a` fre´quence nulle est donc e´gale au courant tunnel a` la charge de l’e´lectron
pre`s, ce qui est normal car nous nous inte´ressons a` l’effet tunnel e´lectronique.
3.7.3 Bruit a` tension nulle
On examine maintenant le cas V = 0. Les e´quations (3.116) et (3.115) permettent de de´duire
que la puissance de bruit a` tension nulle s’exprime a` partir de la conductance a` fre´quence finie :
S(ω, 0) = ω coth(
ω
2kbT
)ReGT (ω, 0). (3.120)
La formule (3.120) constitue le ce´le`bre the´ore`me de fluctuation-dissipation. Dans la limite basse
tempe´rature de Eq.(3.97), le bruit devient :
S(ω, 0) = eI(ω)T=0K (3.121)
La puissance de bruit manifeste donc les meˆmes de´pendances en la longueur et les interactions
que le courant tunnel. Pre´cise´ment, dans le cas non-re´sonnant, le bruit dans la limite de grand
L, est nul jusqu’a` un certain seuil de fre´quence ω ∼ εf , comme l’e´tait le courant It. Pour des
fre´quences ω → 0, le bruit se comporte comme ω2g−1, en revanche, dans la limite ω → ∞ le
bruit a` un comportement asymptotique S(ω, 0) ∼ ω2g−2. Les non-line´arite´s typiques de χLL
sont donc pre´sentes. Lorsque la barrie`re est de longueur finie, ces non-line´arite´s sont atte´nue´es
et des oscillations supple´mentaires apparaissent, comme en (3.5.1).
Dans le cas re´sonnant, les non-line´arite´s du χLL sont encore pre´sentes mais les oscillations
disparaissent.
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3.7.4 Bruit a` tension non-nulle
Quand, a` la fois ω 6= 0 et V 6= 0, la puissance de bruit est donne´e par Eq.(3.115). On ne
discutera ici que la limite de tempe´rature nulle. Il apparaˆıt deux re´gimes distincts que nous
appelons re´gime de basse fre´quence, quand (ω  eV ), et re´gime de haute fre´quence, pour (ω 
eV ). Dans la limite basse fre´quence, on peut re´aliser le de´veloppement de Eq.(3.115) en fonction
ω/eV . Le bruit est alors donne´ par une formule analogue a`(3.118) ; a` l’ordre deux en ω/eV :
S(ω, eV ) = eI(ω, eV ) + o(ω/eV ) (3.122)
On retrouve l’expression habituelle du bruit de grenaille. Dans la limite duale de haute fre´quence :
S(ω, eV ) =
e
2
(I(eV + ω)− I(eV − ω)) (3.123)
On peut remarquer la singularite´ se produisant a` ω = eV . En effet, pour des valeurs de ω
juste en-dessous de eV , ω = eV −,
S(ω, ω) = − e
2
I(2ω) (3.124)
alors que juste au-dessus de eV , ω = eV +, Eq.(3.115) devient
S(ω, ω) =
e
2
I(2ω) (3.125)
La singularite´ a` ω = eV , ne de´pend ni des interactions (g) ni de la longueur de l’e´chantillon (L).
Nous avons ainsi obtenu le courant tunnel et le bruit associe´ pour une jonction tunnel e´tendue,
en fonction de la longueur de la barrie`re, de la tempe´rature, de l’interaction coulombienne a`
longue distance entre les bords L et R et du remplissage entier ou fractionnaire a` ν = 1/m.
3.8 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons de´taille´ le calcul perturbatif du courant tunnel dans les jonctions
quantiques e´tendues. Ce travail s’inscrit dans la continuite´ de nombreuses tentatives d’interpre´-
tation the´orique des re´sultats expe´rimentaux de Kang et al.. Nos re´sultats prennent en compte
les parame`tres naturels du proble`me : la longueur de la jonction, le facteur de remplissage (entier
ou fractionnaire), la force des interactions et la tempe´rature. Nous avons discute´ le roˆle de ces
quantite´s dans les diffe´rents re´gimes de transport tunnel. La comparaison directe de nos re´sul-
tats a` l’expe´rience est difficile car le facteur de remplissage est restreint aux valeurs ν = 1/m.
Nous observons les non-line´arite´s typiques des χLL et des effets d’interfe´rence quantique lie´s
au caracte`re e´tendu de la barrie`re. Il est inte´ressant de constater qu’a` remplissage entier des
deux canaux de bord de la jonction, les interactions jouent un roˆle et sont responsables de la
non-line´arite´ de la caracte´ristique IT (V ).
Il serait inte´ressant de poursuivre ce travail en appliquant ce formalisme a` des situations
expe´rimentales ou` les interactions entre canaux de bord ne sont pas ne´gligeables. Le roˆle du
de´sordre dans ces structures est e´galement un point obscur. Enfin, l’extension naturelle de ces
travaux se trouve dans l’e´tude de jonctions e´tendues plus souples dans le choix des facteurs de
remplissage et de la chiralite´ de chaque canal de bord. Des structures offrant ces caracte´ristiques
ont e´te´ re´alise´es expe´rimentalement. Nous en faisons l’e´tude au chapitre suivant.
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Chapitre 4
Jonction e´tendue en coin
Dans ce chapitre nous e´tudions les proprie´te´s de transport d’une structure plus complexe et
plus riche que la jonction tunnel e´tendue. Il s’agit de la jonction e´tendue en coin de´veloppe´e par
Grayson et al.. La jonction e´tendue en coin est constitue´e de deux 2-DEG a` 90◦ l’un de l’autre.
Cette structure permet la re´alisation de canaux de bords paralle`les appartenant a` deux fluides
de Hall distincts aux facteurs de remplissage magiques quelconques. Ces canaux peuvent sup-
porter des excitations co-propageantes ou contrepropageantes. En premier lieu, nous pre´sentons
les caracte´ristiques e´tonnantes de cette nouvelle structure. Nous souhaitons ensuite e´tudier le
courant tunnel apparaissant entre ces canaux dans diffe´rentes configurations. Pour cela, nous
de´terminons d’abord les relations de dispersion a` un corps de ce syste`me dans le cas contre-
propageant puis co-propageant. Contrairement au chapitre pre´ce´dent, l’effet tunnel re´sonnant
se produit essentiellement autour d’un moment non-nul k0. Dans le cas contre-propageant, nous
calculons la conductance diffe´rentielle de l’effet tunnel en l’absence d’inte´raction et a` remplissage
entier et nous mettons en e´vidence deux re´gimes de transport distincts. Lorsque l’on prend en
compte les interactions, ces deux re´gimes s’e´tendent en deux phases distinctes : il apparaˆıt une
transition de phase commensurable-incommensurable controˆle´e par la force des interactions et la
valeur de k0. Enfin, nous de´terminons le courant tunnel entre deux canaux co-propageant a` rem-
plissages magiques distincts. Nous remarquons que le syste`me se simplifie en un mode`le effectif
constitue´ d’une seule espe`ce fermionique chirale de remplissage fractionnaire. Nous appliquons
le formalisme du chapitre pre´ce´dent pour de´terminer la valeur du courant tunnel.
4.1 La jonction e´tendue en coin
Nous allons maintenant examiner un nouveau type de structure cre´e par Grayson et al. [32]
qui pre´sente des similitudes avec la jonction tunnel e´tendue mais qui est susceptible de faire
apparaˆıtre des phe´nome`nes encore plus riches.
4.1.1 Re´alisation expe´rimentale
Leur e´chantillon est un puit quantique d’he´terojonction en coin (CQW), fabrique´ en re´alisant
une croissance sur une he´te´rojonction GaAs/AlGaAs clive´ ex-situ en coin. Le clivage ex-situ
consiste a` extraire l’e´chantillon du flux mole´culaire, a` le cliver puis a` le repositionner dans la
cellule de MBE. Ce clivage permet de former un substrat en coin (i.e. a` 90◦) avec une re´solution
atomique. Il existe deux ge´ome´tries qui exposent les plans orthogonaux de la classe {110}. On
peut soit cliver un substrat (110) de GaAs dans le plan orthogonal (11¯0) (cf Fig. 4.1, type I), soit
prendre un substrat (001) de GaAs et le cliver deux fois suivant les plans (110) et (11¯0) (cf Fig.
4.1, type II). Dans les deux cas, le coin partage´ par les plans (110) et (11¯0) sert de substrat pour
la seconde croissance ; il est monte´ en face du flux de mole´cules. Dore´navant, (110) est appele´ la
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face s et (11¯0) la face p (pour ’substrat’ et ’pre´-clive´’, respectivement pour les e´chantillons de
type 1).
Fig. 4.1 – (En haut) Substrat clive´ en coin : Type I a` partir d’un wafer (110), Type II a` partir
d’un wafer (001). (En bas) Image SEM des couches que l’on a fait croˆıtre sur le coin. (A droite)
Sche´ma de la ge´ome´trie de croissance : axe de rotation zˆ, angle de la source θΣ, angle du substrat
θs, et angle pre´-clive´ θp.
On fait croˆıtre les couches supple´mentaires par technique de MBE. L’axe zˆ sur la Fig. (4.1)
est l’axe de rotation du substrat ainsi que l’axe autour duquel les sources de mole´cules sont
positionne´es, syme´triquement, a` un angle azimutal de θΣ = 33
◦. Le flux mole´culaire est d’abord
calibre´ par RHEED (Reflected High Energy Electron Diffraction) sur un substrat plat. Le sub-
strat en coin est monte´ de sorte que les faces s et p fassent des angles θs = 90
◦ − θp = 45◦ avec
zˆ. Une rotation continue autour de l’axe zˆ assure que le flux incident sur la face s aura une
composante oscillante dont la moyenne est nulle et une composante constante e´gale au flux Φ0
(calibre´ par RHEED) projete´ sur la surface incline´e, Φs = Φ0 cos(θs). Re´ciproquement, la face p
verra un flux moyen de Φp = Φ0 cos(θp) = Φ0 sin(θs). Le re´sultat majeur du groupe de Grayson
est, qu’en de´pit des fluctuations de flux dues a` la rotation, il arrive a` faire croˆıtre un cristal de
bonne qualite´ sur les faces incline´es du substrat en coin.
Sur les photographies prises par SEM (cf Fig. 4.1, 4.2), on peut observer un e´chantillon
cre´e´ par cette technique. A partir des valeurs de flux calibre´es par RHEED, les trois bandes
sombres sur la face gauche p (resp. droite s) de l’e´chantillon sont des couches de 810A˚ (560A˚) de
AlAs se´pare´es par des couches plus fines de GaAs/AlGaAs d’e´paisseur variable : 1620A˚, 1620A˚
et 2430A˚ (resp. 1120A˚, 1120A˚, et 1680A˚) dans le sens de la surface vers l’inte´rieur. L’angle
abrupt de 90◦ est conserve´, meˆme apre`s cette seconde croissance. La structure forme´e est une
he´te´rojonction CQW, analogue aux he´te´rojonctions qui produisent le 2DEG dans les structures
planes. Il s’agit d’une he´te´rojonction de AlGaAs/GaAs avec une couche de base de GaAs. Il y
a ensuite, sur chaque face, 1200A˚ de Al0.3Ga0.7As, dope´ n par du Si, 3000A˚ de Al0.3Ga0.7As,
et une couche supe´rieure de 100A˚ de GaAs (cf Fig. 4.3 insert). L’e´chantillon est e´lectriquement
relie´ aux instruments de mesures par des plots d’indium positionne´s loin de la zone du coin (cf
Fig. 4.4). En re´alisant des mesures a` quatre points de la re´sistance longitudinale des deux faces
a` 350 mK (cf Fig. 4.3), Grayson et al. ont pu mesurer inde´pendamment les densite´s de deux
faces : ns = 1.07 × 1011 cm−2 et np = 1.30 × 1011 cm−2. On observe a` la Fig. (4.3) des minima
de re´sistance longitudinale dus a` l’effet Hall quantique fractionnaire a` ν = 2/3 a` 350 mK. Ceci
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Fig. 4.2 – Image SEM des couches que l’on a fait croˆıtre sur le coin. Le coin est plus abrupt que
la re´solution de 10nm du microscope.
qui atteste que chaque face a une mobilite´ de l’ordre de µ ≈ 5 × 105 cm2/Vs. On notera la
Fig. 4.3 – Rxx pour les deux faces, avec ns = 1.07×1011 cm−2, np = 1.30×1011 cm−2. Minima de
l’effet Hall fractionnaire a` ν = 2/3 qui attestent de la qualite´ de l’e´chantillon. Insert : structure
de l’he´te´rojonction plie´e a` 90◦.
configuration des contacts de la re´sistance quatre-points Ri−j,k−l avec le courant mesure´ entre
i− j et la tension mesure´e entre k − l.
4.1.2 Apparition de l’effet Hall
En pre´sence d’un champ magne´tique incline´ d’un angle θ par rapport a` la normale du substrat
(cf Fig. 4.4, a` gauche), le facteur de remplissage relatif des deux syste`mes νs/νp peut eˆtre modifie´
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Fig. 4.4 – Sche´ma de la jonction en coin avec les 2-DEG du substrat et de la face clive´e (a`
gauche) et une vue d’au-dessus avec les contacts (a` droite).
par l’angle θ :
νs
νp
=
ns/Bcos(θ)
np/Bsin(θ)
=
ns
np
tan(θ) (4.1)
La bonne qualite´ de l’he´te´rojonction se manifeste par le fait que des minima d’effet Hall quantique
fractionnaire apparaissent dans la re´sistivite´ longitudinale des canaux de bord des deux faces en
dessous de 1 K. Pour des angles 0◦ < θ < 90◦ (νs/νp > 0), les excitations des canaux de bords
se propagent le long du coin, en sens oppose´, comme dans une structure plane classique. Notons
que les facteurs de remplissage peuvent eˆtre choisis arbitrairement. En revanche, pour 0◦ > θ >
−90◦ (νs/νp < 0), la composante normale du champ magne´tique de la face clive´e change de
signe, ce qui conduit a` la formation de canaux de bords co-propageant de facteurs de remplissage
arbitraires, modifiables simplement en inclinant l’e´chantillon dans le champ magne´tique. Dans
ces structures on peut donc choisir la valeur du facteur de remplissage de chaque fluide de Hall
mais aussi la chiralite´ de chacun d’eux. Il suffit de faire varier l’inclinaison de l’e´chantillon par
rapport au champ magne´tique, ce qui offre une grande souplesse d’utilisation. Ces structures sont
donc potentiellement bien plus riches que le 2-DEG habituel ou` la structure planaire impose le
meˆme facteur de remplissage et la meˆme chiralite´ dans tout l’e´chantillon.
Canaux contre-propageant
Les mesures de Hall ont d’abord e´te´ effectue´es dans le re´gime νs/νp > 0. Sur la Fig. (4.5), en
haut, nous voyons Rpxx = R1−4,2−3 et Rsxx = R5−8,6−7 pour νs/νp = +1/3. Ceci correspond a` un
champ magne´tique incline´ d’un angle de θ = +21.6◦. Les minima de la se´rie (νs : νp) = (1 : 3),
(23 : 2), (
1
3 : 1) s’annulent pour les deux traces Rxx. Cette caracte´ristique typique de l’effet Hall
fractionnaire valide l’utilisation de l’image des canaux de bord pour ces champs. L’insert de la
Fig. (4.5) montre un sche´ma du cas (1 :3), avec le signe de la composante normale du champ dans
chaque re´gion. Sur la Fig. (4.5), en bas, Rsxy = R2−6,7−5 et Rpxy = R2−6,3−1 sont repre´sente´es
avec la re´sistance a` quatre points du coin Rc = R2−6,1−5. Comme le contact 2 fournit du courant
aux contacts de tension 4 et 8, la re´sistance a` quatre points R ′c = R2−6,4−8 est trivialement nulle.
En regardant bien, Rc est juste la diffe´rence entre deux re´sistances de Hall, Rc = |Rsxy|−|Rpxy| ce
qui confirme l’image de Landauer-Bu¨ttiker (section 2.5.7) ou` les canaux de bords s’e´quilibrent
comple`tement en atteignant le contact 1.
Canaux co-propageant
On examine ensuite le cas νs/νp < 0. Ce re´gime correspond a` la situation ine´dite ou` la
composante normale du champ a` travers la face clive´e change de signe. Les canaux de bord de
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Fig. 4.5 – Graphiques de Rsxx = R5−8,6−7 (en haut), Rpxx = R1−4,2−3 (milieu), Rsxy = R2−6,7−5,
Rc = R2−6,1−5, et Rpxy = R2−6,3−1 (en bas). Ces mesures sont re´alise´es sur la jonction en coin a` un
champ magne´tique incline´ tel que νs/νp = +1/3. ns = 1.07×1011cm−2 et np = 1.30×1011cm−2.
Plateaus de Rxy et Rc indice´s par le nombre quantique, n tel que R = h/ne
2. La figure d’en-bas
de´montre la pre´diction de la the´orie de Landauer-Bu¨ttiker Rc = |Rsxy| − |Rpxy|.
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cette face changent de chiralite´ en conse´quence ((cf Fig. 4.6), insert). A la Fig. (4.6), en haut, on
voit Rpxx = R1−4,2−3 et Rsxx = R5−8,6−7 pour νs/νp = −1/2, ce qui correspond a` un champ B a` un
angle de θ = −30.2◦. On observe e´galement des minima de re´sistivite´ longitudinale a` (νs : νp) =
(2 :4) et (1 :2). Dans cette configuration nouvelle, les canaux de bord co-propageant le long de
la jonction en coin de longueur L = 3.2mm. Ils s’e´quilibrent comple`tement, ce qui signifie que
les potentiels aux contacts 4 et 8 sont e´gaux et que R′c = R2−6,4−8 = 0. La seule re´sistance non-
triviale est encore Rc = R2−6,1−5. Par rapport au re´gime de canaux contre-propageant, Rpxy a
change´ de signe et Rc est maintenant la somme des Rxy : Rc = |Rsxy|+|Rpxy|. Notons que dans une
structure planaire, aucune re´sistance a` quatre points ne peut eˆtre plus grande que la plus grande
des re´sistances Rxy ; un nouveau re´gime de validite´ pour le formalisme de Landauer-Bu¨ttiker a
ainsi e´te´ de´montre´. Ces expe´riences mettent donc a` jour de nouvelles structures potentiellement
riches de phe´nome`nes ine´dits.
Dans ce chapitre, nous e´tudions ces jonctions en coin dans une configuration le´ge`rement
diffe´rente de celle propose´e par Grayson et al.. En effet, nous supposons qu’il n’y a pas de
contact direct entre les deux 2-DEG au niveau de la jonction en coin mais qu’ils sont se´pare´s
par une fine barrie`re de potentiel, de largeur uniforme et tre`s haute. Cette configuration, qui
n’a pas e´te´ re´alise´e expe´rimentalement, est le mode`le de jonction tunnel e´tendue, e´tudie´e dans
le chapitre pre´ce´dent. On suppose toutefois ici que la barrie`re tunnel se´pare deux 2-DEG a`
90◦ et non plus deux 2-DEG coplanaires. Cette hypothe`se est raisonnable car elle apparaˆıt
comme l’e´tape suivante des re´alisations expe´rimentales de Grayson et al.. Notons que des travaux
the´oriques, s’appuyant sur les e´chantillons de Grayson, font e´galement cette hypothe`se [71, 72].
Nous allons tout d’abord e´tablir les relations de dispersion a` une particule de ce syste`me dans
le cas de canaux contre-propageant le long de la barrie`re, puis dans le cas co-propageant. Nous
nous inte´resserons ensuite aux proprie´te´s de transport tunnel a` travers une telle jonction tunnel
e´tendue en coin. Dans le cas contre-propageant, nous mettrons en e´vidence une transition de
phase commensurable-incommensurable (IC) en fonction de la force des interactions a` travers la
barrie`re lorsque le facteur de remplissage est identique et entier pour les deux fluides de Hall ;
dans le cas co-propageant nous re´aliserons un calcul perturbatif du courant tunnel en pre´sence
d’interactions lorsque les facteurs de remplissage des deux fluides sont magiques.
4.2 Spectre a` une particule
Le mode`le que nous conside´rons consiste en deux syste`mes e´lectroniques unidimensionnels
de longueur finie L, sans interaction, paralle`les a` la direction y et place´s dans le plan Y Z aux
positions zL et zR. La barrie`re de potentiel qui les se´parent est suppose´e de hauteur finie et
uniforme dans la re´gion |y| < L/2. Dans cette re´gion les deux liquides de Luttinger sont donc
couple´s par effet tunnel. Le potentiel est infini ailleurs. Nous allons commencer par de´terminer
la relation de dispersion a` une particule d’un tel syste`me. Comme nous l’avions fait pour la
barrie`re tunnel e´tendue du chapitre pre´ce´dent, il convient de conside´rer d’abord la ge´ome´trie
ou` la barrie`re se´parant les deux 2-DEG est de hauteur infinie. L’expression du potentiel-vecteur
A1 est maintenant est maintenant diffe´rente dans chacun de deux 2-DEG, et la re´solution de
l’e´quation de Schrœdinger conduit a` des niveaux de Landau le´ge`rement diffe´rents de la section
2.4.
4.2.1 Canaux contre-propageant
Nous traitons le cas de deux 2-DEG avec des composantes normales du champ de meˆme
signe pour chacun des 2-DEG (cf Fig. 4.7). Dans notre ge´ome´trie, le champ magne´tique est de
la forme B = (Bx, 0,−Bz). Le potentiel-vecteur associe´ est choisi comme A = (0,−Bzx−Bxz, 0)
1B = ∇×A.
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Fig. 4.6 – Graphiques de Rsxx = R5−8,6−7 (en haut), Rpxx = R1−4,2−3 (milieu), Rsxy = R2−6,7−5,
Rc = R2−6,1−5, et Rpxy = −R2−6,3−1 (en bas). Ces mesures sont re´alise´es sur la jonction en coin
a` un champ magne´tique tel que νs/νp = −1/2. ns = 1.15 × 1011cm−2 et np = 1.25 × 1011cm−2.
Plateaux de Rxy et Rc indice´s par le nombre quantique, n tel que R = h/ne
2. La figure d’en bas
de´montre la pre´diction de la the´orie de Landauer-Bu¨ttiker Rc = |Rsxy|+ |Rpxy|
B
Z=-d
Z=0
X=0
Z
Y
X
BZ B
X
Fig. 4.7 – Ge´ometrie du syste`me e´tudie´. Les deux 2-DEG sont respectivement dans les plans
XY (2-DEG de gauche, L) et YZ (2-DEG de droite, R). Le champ magne´tique B est oriente´ de
sorte que la composante normale a` chaque 2-DEG conduit a` la formation des canaux de bords
contre-propageant dans la direction y. La barrie`re tunnel est re´alise´e par l’absence de 2-DEG
entre les deux plans orthogonaux et correspond pour chacun des deux 2-DEG a` un mur abrupt
de hauteur infini. Les canaux se forment aux positions (xL, zL) = (0,−d) et (xR, zR) = (0, 0).
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avec Bx > 0 et Bz > 0. De´terminons maintenant les e´le´ments propres de l’Hamiltonien associe´
a` une telle situation. Dans le gaz d’e´lectrons situe´ sur la gauche, les e´lectrons se de´placent dans
le plan XY , les fonctions d’onde ne de´pendent que de x et de y et la variable z est gele´e z = zL.
L’e´quation de Schrodinger est donc :
[
pi2x
2m
+
(piy − qeBzx− qeBxzL)2
2m
+ U(x)]ψL(x, y) = LψL(x, y) (4.2)
avec U(x) le potentiel de confinement correspondant au bord droit du syste`me. U(x) est un mur
de hauteur infinie situe´ a` l’abscisse x = 0. L’invariance par translation le long de la direction y
permet d’exprimer les solutions sous forme factorise´e d’une ondes plane et d’une fonction de x
uniquement :
ψL(x, y) = e
ikLyχL(x) (4.3)
La pulsation cyclotron du syste`me de gauche est ωL = |qe|Bz/m et le centre de l’orbite cyclotron
a pour coordonne´es Xk = (h¯kL − qeBxzL)/qeBz. La composante transverse χL(x) ve´rifie :
[
pi2x
2m
+
mω2L
2
(x−Xk)2 + U(x)]χL(x) = LχL(x) (4.4)
Compte tenu de notre choix de coordonne´es, nous avons zL = −d, ce qui conduit a` un centre de
l’orbite cyclotron :
Xk =
h¯kL + qeBxd
qeBz
(4.5)
Dans le gaz bidimensionnel droit, les e´lectrons se de´placent dans le plan Y Z, et la fonction
d’onde e´lectronique ne de´pend que de y et z. La variable x est gele´e et x = 0. L’e´quation de
Schrodinger est alors :
[
pi2z
2m
+
(piy − qeBxz)2
2m
+ U(z)]ψR(y, z) = RψR(y, z) (4.6)
avec U(z) le potentiel de confinement associe´ au bord gauche du syste`me droit. U(z) est un mur
de hauteur infinie situe´ a` la cote z = zR = 0. L’invariance par translation le long de la direction
y permet d’exprimer les solutions sous la forme factorise´e d’une onde plane et d’une fonction de
z uniquement :
ψR(y, z) = e
ikRyχR(z) (4.7)
La pulsation cyclotron a` droite est ωR = |qe|Bx/m et le centre de l’orbite cyclotron Zk =
h¯kR/qeBx. La fonction transverse χR(z) ve´rifie l’e´quation suivante :
[
pi2z
2m
+
mω2R
2
(z − Zk)2 + U(z)]χR(z) = RχR(z) (4.8)
Notre choix de coordonne´es nous a conduit a` x = 0, ce qui correspond a` une orbite cyclotron
centre´e sur Zk = h¯kR/qeBx
2. La de´termination des valeurs propres des deux Hamiltoniens
(4.3,4.8) a e´te´ re´alise´e par [8] pour n’importe quelle valeur de Xk et Zk (cf Fig. 4.8). Nous avons
de´taille´ ce traitement a` la section (2.5.3). Les e´nergie propres sont :
L,R = h¯ωL,R(νL,R +
1
2
) (4.9)
avec νL et νR deux fonctions respectivement de Xk/lL = kLlL+dlL/l
2
R et Zk/lR = kRlR. Notons
que ces deux fonctions sont celles employe´es par MacDonald et n’ont rien a` voir avec les facteurs
de remplissage ν. Avec ces notations lL et lR sont les longueurs magne´tiques associe´es a` chaque
syste`me : lL =
√
h¯/|qe|Bz et lR =
√
h¯/|qe|Bx .
2Remarquons que l’axe z est oriente´ a` l’oppose´ du choix habituel.
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4.2.2 Croisement des niveaux
On cherche maintenant la valeur k0 de k ou` les relations de dispersion se croisent i.e. la valeur
de k pour lesquelles se produit l’effet tunnel re´sonnant. Dans le cas syme´trique ou` Bx = Bz, les
deux parame`tres sont e´gaux (lL = lR, ωL = ωR = ωc). Les deux spectres sont donc exactement
syme´triques autour de la droite d’e´quation k = k0 = −qeBxd/2h¯(cf Fig. 4.9). Le croisement
des relations de dispersion se produit, pour le premier niveau de Landau, a` la valeur k = k0 et
l’e´nergie vaut h¯ωc(λ +
1
2) avec λ > 1 [8]. Une le´ge`re de´viation autour du cas syme´trique peut
Fig. 4.8 – Valeurs propres (ε = h¯ωc(ν(X)+1/2)) en fonction de X, le centre de l’orbite cyclotron,
pour un mur infiniment haut. Ici, X = 0 correspond au bord, X > 0 correspond au bulk et X < 0
est le mur. aL est la longueur magne´tique.
eˆtre traite´ perturbativement en re´solvant :
L(k) = R(k) (4.10)
h¯ωL(νL(k) +
1
2
) = h¯ωR(νR(k) +
1
2
) (4.11)
On peut line´ariser les fonctions νL,R autour de k = −qeBxd/2h¯ = k0 pour le premier niveau de
Landau :
νL(k) = λ+
(
∂νL
∂klL
)
k=k0
(klL − k0lL) (4.12)
νR(k) = λ+
(
∂νR
∂klR
)
k=k0
(klR − k0lR) (4.13)
et on re´alise l’approximation
(
∂νL
∂k
)
k=k0
≈ vωL et
(
∂νR
∂k
)
k=k0
≈ − vωR . Enfin, en remplac¸ant
(4.12, 4.13) dans (4.11) on obtient la nouvelle valeur k
′
0 du croisement :
k
′
0 = (λ+
1
2
)
ωR − ωL
2v
− qeBxd
2h¯
(4.14)
Cet effet d’intersection des branches du premier niveau de Landau a` une valeur de k non-nulle est
ine´dite par rapport au cas planaire (cf Fig. 4.9). Des intersections entre branches de diffe´rents
niveaux de Landau se produisent, mais ne participent que tre`s faiblement au courant tunnel
a` travers la jonction tunnel e´tendue. Ici, la situation est diffe´rente, car l’intersection a` lieu au
point ou` l’effet tunnel est maximal. Cela est duˆ au flux de la composant x du champ magne´tique
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lors de la circulation d’un e´lectron de moment k d’un plan a` l’autre par effet tunnel. Cet effet
peut eˆtre inclus dans un de´calage de l’e´nergie par rapport au moment canonique. Les relations
de dispersion deviennent alors :
R(k) = −h¯v(k + 2k0)
L(k) = h¯vk
(4.15)
0 k
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Fig. 4.9 – Relations de dispersion de deux canaux contre-propageant (1er niveau de Landau)
repre´sente´ en fonction de la meˆme valeur du moment k. On notera l’existence d’une valeur k0
ou` les deux branches se coupent.
4.2.3 Canaux co-propageant
La situation pre´ce´dente est le cas habituel des canaux de bord de chiralite´s oppose´es se´pare´s
par une barrie`re de potentiel. La ge´ome´trie de notre e´chantillon permet toutefois aux e´lectrons
de se propager dans le meˆme sens le long des bords. Cette situation peut eˆtre re´alise´e en faisant
varier l’orientation du champs magne´tique (cf Fig. 4.10). Ici, on le choisit tel que B = (Bx, 0, Bz)
avec Bx > 0 et Bz > 0. Le potentiel-vecteur associe´ est choisi comme A = (0, Bzx − Bxz, 0).
On va de nouveau re´soudre les deux e´quations de Schrodinger associe´es a` cette situation. Dans
B
Z=-d
Z=0
X=0
Z
Y
X
BZ
B
X
Fig. 4.10 – Ge´ome´trie du syste`me e´tudie´. Les deux 2-DEG sont respectivement dans les plans
XY (2-DEG de gauche, L) et XZ (2-DEG de droite, R). Le champ magne´tique B est oriente´ de
sorte que la composante normale a` chaque 2-DEG conduit a` la formation des canaux de bords
co-propageant dans la direction y. La barrie`re tunnel est re´alise´e par l’absence de 2-DEG entre
les deux plans orthogonaux et correspond pour chacun des deux 2-DEG a` un mur abrupt de
hauteur infini. Les canaux se forment aux positions (xL, zL) = (0,−d) et (xR, zR) = (0, 0).
le gaz d’e´lectrons situe´ sur la gauche, les e´lectrons se de´placent dans le plan XY , les fonctions
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d’onde ne de´pendent que de x et de y et z est gele´. Le meˆme traitement conduit a` une e´quation
de Schrodinger re´duite de :
[
pi2x
2m
+
mω2L
2
(x−Xk)2 + U(x)]χL(x) = LχL(x) (4.16)
La pulsation cyclotron du syste`me de gauche est ωL = |qe|Bz/m. Compte tenu de notre choix
de coordonne´es, nous avons zL = −d, ce qui conduit a` un centre de l’orbite cyclotron :
Xk =
−h¯kL − qeBxd
qeBz
(4.17)
De meˆme, dans le gaz bidimensionnel droit, tout se passe comme dans le cas contre-propageant.
La pulsation cyclotron a` droite est ωR = |qe|Bx/m. Notre choix de coordonne´es nous conduit
a` x = 0, ce qui correspond a` une orbite cyclotron centre´e sur Zk = h¯kR/qeBx. L’Hamiltonien
re´duit prend alors la forme suivante :
[
pi2z
2m
+
mω2R
2
(z − Zk)2 + U(z)]χR(z) = RχR(z) (4.18)
Remarquons que l’axe z est oriente´ a` l’oppose´ du choix habituel et que l’orbite cyclotron du
syste`me de gauche a` une de´pendance en kL oppose´e au cas contre-propageant. Dans le cas co-
propageant, la situation est purement syme´trique lorsque d = 0 ; ce qui conduit a` ce que les
deux relations de dispersion en fonction du meˆme k = kR = kL (conservation du moment par
effet tunnel) soient exactement superpose´es pour tout k. Dans le cas physique ou` d 6= 0, les deux
relations de dispersion en fonction du meˆme k = kR = kL sont de´cale´es sur l’axe des abscisses.
Elles ne se coupent qu’en un seul point (pour le premier niveau de Landau). On peut adopter le
toy-model suivant pour approcher analytiquement les relations de dispersion du premier niveau
de Landau i.e. conside´rer un comportement asymptotique en demi-parabole :
L(Xk) =

3h¯ωL
2 + h¯ωL
(
Xk
lL
)2
Xk > 0
h¯ωL
2 Xk  0
(4.19)
et
R(Zk) =

h¯ωR
2 Zk  0
3h¯ωR
2 + h¯ωR
(
Zk
lR
)2
Zk < 0
(4.20)
Pre´cisons que la forme asymptotique en demi-parabole est fausse mais facilite le raisonnement
qui reste vrai meˆme pour une croissance moins brutale a` l’infini. A partir de ces e´quations et
des relations entre Xk, Zk et k, nous pouvons re´e´crire :
L(k) =

3h¯ωL
2 + h¯ωL((h¯km+ ωRd)/lLωL)
2 k < −ωRd/mh¯
h¯ωL
2 k  −ωRd/mh¯
(4.21)
et
R(k) =

h¯ωR
2 k > 0
3h¯ωR
2 + h¯ωR(h¯km/lRωR)
2 k  0
(4.22)
Les comportements asymptotiques de ces relations de dispersion indiquent clairement qu’il y a
intersection en un point unique de`s que ωR 6= ωL. Pour k → −∞, nous avons R(k) ∼ (h¯km)2/ωR
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et L(k) ∼ (h¯km)2/ωL. Si ωL > ωR, on en de´duit que L < R. Lorsque k → ∞, R(k) ∼ h¯ωR
et L(k) ∼ h¯ωL i.e. L > R. Il apparaˆıt donc un point d’intersection entre ces deux relations
de dispersion inde´pendamment de la valeur de d (cf Fig. 4.11). Notons que meˆme si notre toy-
model ne correspond pas exactement a` la fonction ν de MacDonald, il suffit que celle-ci ait une
divergence plus brutale que line´aire, ce qui est e´videmment le cas, pour que le point d’intersection
apparaisse. On peut observer les relations de dispersion des canaux co-propageant a` la Fig. (4.11)
0
E
k
n=0
k0
Fig. 4.11 – Relations de dispersion de deux canaux co-propageant (1er niveau de Landau)
repre´sente´ en fonction de la meˆme valeur du moment k. On notera l’existence d’une valeur k0
ou` les deux branches se coupent lorsque les composantes du champ magne´tique sont diffe´rentes.
4.3 Proprie´te´s de transport tunnel des canaux contre-propageant
Les relations de dispersion a` une particule mettent en avant l’existence d’un point d’inter-
section dans le premier niveau de Landau. Dans le cas contre-propageant comme dans le cas
co-propageant, la cine´matique des e´lectrons des bords de la jonction e´tendue en coin favorise
l’effet tunnel a` une valeur donne´e k0 du moment. Nous allons maintenant e´tudier le courant
associe´ a` ce phe´nome`ne en conside´rant d’abord des canaux de bord contre-propageant relatifs a`
deux fluides de Hall de meˆme remplissage entier. Pour cela, nous supposons d’abord que l’inten-
site´ de l’interaction coulombienne est ne´gligeable, puis nous verrons ensuite qu’elle produit une
transition de phase.
4.3.1 Transport en l’absence d’interaction coulombienne
Nous allons utiliser le formalisme de diffusion cohe´rente pour de´terminer les proprie´te´s de
transport de l’effet tunnel. Dans cette approche, on de´finit une re´gion (les fils) dans laquelle
l’effet tunnel ne se produit pas et ou` des e´tats diffusifs peuvent eˆtre de´finies ( |y| > L/2 )
avec les relations de dispersion R(k) et L(k). On note ces fils de 1 a` 4 (cf Fig. 4.12). Dans le
formalisme de seconde quantification, l’Hamiltonien du syste`me dans les fils est de´crit par :
H = Σα=R,L
∫
dk
2pi
α(k)c
†
α(k)cα(k) (4.23)
La re´gion ou` se produit l’effet tunnel (|y| < L/2) agit comme un centre diffuseur dont on veut
calculer les coefficients de transmission. Le syste`me est alors de´crit par l’Hamiltonien suivant :
H =
∑
α=R,L
∫
dk
2pi
α(k)c
†
α(k)cα(k) +
∫
dk
2pi
∫
dp
2pi
[Tk,pc†R(k)cp(p) + h.c] (4.24)
Il y a une manie`re simple de repre´senter cet Hamiltonien par une matrice 2 ∗ 2 dans la re´gion
d’interaction dans le formalisme de premie`re quantification et en transforme´e de Fourier. On
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Fig. 4.12 – Ge´ome´trie de la barrie`re. Les fils 1 et 4 sont loin de la zone d’interaction tunnel et
sont relie´s a` des re´servoirs. Le diffuseur est la zone d’interaction tunnel (au centre). A gauche,
on voit un ege´ome´trie topologiquement e´quivalente.
suppose la barrie`re tre`s longue, l’invariance par translation le long des bords conduit a` la conser-
vation du moment durant l’effet tunnel. Le coefficient tunnel Tk,p est donc constant et diagonal3.
Il s’agit donc d’une ge´ome´trie un peu inhabituelle ou` il faut envisager des re´servoirs a` l’infini
relie´s par des fils de dispersion usuelle a` une barrie`re de longueur quasi-infinie. La base dans
laquelle on exprime l’Hamiltonien est la base des fonctions d’onde sous forme de spineurs a` deux
composantes (cR(k), cL(k) ),
H =
(
R(k) T
T L(k)
)
(4.25)
Le courant a` travers la barrie`re tunnel est donne´ par la formule de Bu¨ttiker multi-terminaux :
IT =
2e
h¯
∑
m=1,2n=3,4
∫
dTm,n()[fL()− fR()] (4.26)
avec Tm,n() qui est le carre´ des coefficients de transmission tm,n() pour les e´lectrons a` l’e´nergie
 venant du fil m et diffuse´ dans le fil n (Tm,n() = |tm,n()|2). On calcule ces coefficients en
e´galisant les e´tats diffusifs d’e´nergie , aux e´tats propres de l’Hamiltonien (4.25) dans la re´gion
tunnel. La matrice est diagonalise´e de manie`re tre`s simple et conduit aux relations de dispersion
des modes propres a+ and a− :
±(k) =
1
2
[R(k) + L(k)± T
√
1 + r2] (4.27)
avec r =
R(k)− L(k)
2T .
Dans la base des spineur initiale, les modes propres a+ et a− s’expriment comme :
a+ =

√
1
2(1 +
r√
1 + r2
)√
1
2(1− r√1 + r2 )
 =
(
u+
v+
)
(4.28)
a− =

√
1
2(1− r√1 + r2 )
−
√
1
2(1 +
r√
1 + r2
)
 =
(
u−
v−
)
(4.29)
3Cela n’est pas le cas en toute rigueur et l’effet de la longueur L finie apparait via un sinus cardinal comme
dans le chapitre pre´ce´dent.
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Pour obtenir les coefficients de transmission a` l’e´nergie , nous allons e´galiser les fonctions d’ondes
a` deux composantes dans les trois zones spatiales :
ψ(y)|y<−L
2
=
(
1
0
)
eik
+
L
y +
(
0
t1,4
)
eik
+
R
y (4.30)
ψ(y)|y>+L
2
=
(
t1,2
0
)
eik
−
L
y (4.31)
ψ(y)||y|<L
2
= d+
(
u+
v+
)
eik+y + d−
(
u−
v−
)
eik−y (4.32)
Les vecteurs d’onde k±L,R sont solutions de  ≡ L,R(k±L,R) avec des vitesse de groupe respecti-
vement positive et ne´gative vL,R =
1
h¯∂kL,R(k). Les relations de dispersion dans la re´gion de
couplage conduisent a`  ≡ ±(k±). De manie`re ge´ne´rale, la continuite´ des fonctions d’onde a`
y = +L2 et y = −L2 pour les modes infe´rieurs et supe´rieurs conduisent a` :
t1,2e
+ik−L
L
2 = e+i(k++k−−k
+
L )
L
2
[
u−v+ − u+v−
(u−v+e+i(k+−k−)
L
2 − u+v−e−i(k+−k−)L)
]
(4.33)
Le meˆme calcul pour t1,4 conduit au coefficient de transmission tunnel :
t1,4e
−ik+R L2 = 2iv−v+ sin[(k+ − k−)L
2
]
[
e−ik
+
L
L
2
(u−v+e+i(k+−k−)
L
2 − u+v−e−i(k+−k−)
L
2 )
]
(4.34)
4.3.2 Phase incommensurable
Nous pouvons maintenant traiter notre proble`me et de´terminer la conductance tunnel. Pour
une valeur donne´e de l’e´nergie , les valeurs propres de l’Hamiltonien dans la re´gion d’interaction :
±(k) = −h¯v δ
2
± T
√
1 + (
h¯v
2T )
2(2k + δ)2 =  (4.35)
L’existence d’un gap conduit a` deux comportements comple`tement diffe´rents. Quand l’e´nergie
se trouve hors du gap i.e. quand ( h¯vδ2 + ) > T , les e´quations ±(k±) =  conduisent a` deux
solutions pour +(k+) =  et il n’y a pas de solution pour −(k−) = . Deux modes ’+’ supportent
donc les fonctions d’ondes dans la zone d’interaction. Les deux solutions pour les branches +
conduisent aux valeurs :
r+ =
√
(
h¯vδ
2T +

T )
2 − 1 = r = −r− (4.36)
Finalement, nous obtenons :
(
u+
v+
)
=

√
1
2(1 +
r√
1 + r2
)√
1
2(1− r√1 + r2 )
 (4.37)
(
u−
v−
)
=

√
1
2(1− r√1 + r2 )√
1
2(1 +
r√
1 + r2
)
 (4.38)
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Le calcul des coefficients t1,2 et t1,4 permet d’obtenir T () = |t14|2, et l’application de la formule
de Bu¨ttiker entre les contacts 1, 2, 3 et 4 avec respectivement les potentiels chimiques µ1 =
µ2 + eV , µ2 = µ3 = µ4, donne la conductance line´aire a` tempe´rature nulle.
GT =
2e2
h
sin2[
L
h¯v
√
(f +
h¯vδ
2
)2 − T 2]
sin2[
L
h¯v
√
(f +
h¯vδ
2
)2 − T 2)] + (fT +
h¯vδ
2T )
2 − 1
(4.39)
Avant de traiter le cas commensurable, examinons l’autre cas ou` l’e´nergie tombe en dehors du
gap, i.e. quand ( h¯vδ2 + ) < −T , les e´quations ± =  donnent deux solutions pour − =  et pas
de solutions pour + = . Donc seulement deux modes ’−’ de´crivent les fonctions d’onde dans
la zone d’interaction. Le signe global des coefficients n’est pas modifie´, et on obtient la meˆme
valeur de la conductance :
GT =
2e2
h
sin2[
L
h¯v
√
(f +
h¯vδ
2
)2 − T 2]
sin2[
L
h¯v
√
(f +
h¯vδ
2
)2 − T 2)] + (fT +
h¯vδ
2T )
2 − 1
(4.40)
4.3.3 Phase commensurable
Conside´rons maintenant le cas ou` |( h¯vδ2 +)| < T , i.e quand l’e´nergie  se trouve a` l’inte´rieur
du gap. Re´soudre les e´quations ±(kc,±) =  conduit a` deux solutions de´ge´ne´re´es en e´nergie :
r+ = i
√
1− ( h¯vδ
2
+ )))2 = ir = −r− (4.41)
k+,c =
iT
h¯v
(
√
1− ( h¯vδ
2
+ ))2 − δ
2
) (4.42)
k−,c =
−iT
h¯v
(
√
1− ( h¯vδ
2
+ ))2 +
δ
2
) (4.43)
Ces deux solutions imaginaires nous poussent a` recalculer les vecteurs propres de l’Hamiltonien.
Apre`s quelques calculs, nous suivons le meˆme cheminement que pre´ce´demment en e´valuant t1,4,
t1,2 et en appliquant la formule de Bu¨ttiker. Nous obtenons la valeur suivante de la conductance
tunnel a` tempe´rature nulle, et dans la limite de tension nulle :
GT =
2e2
h
sinh2(
L
h¯v
√
T 2 − (f + h¯vδ
2
)
sinh2(
L
h¯v
√
T 2 − (f + h¯vδ
2
) + (
f
T +
h¯vδ
2T )
2 − 1)
(4.44)
GT de´pend de 3 parame`tres inde´pendants : f + h¯vδ2 qui conduit a` des oscillations de GT , le
coefficient tunnel T qui conduit e´galement a` des oscillations et la longueur de la barrie`re L. La
de´pendance oscillatoire de GT en f+ h¯vδ2 peut eˆtre module´e en modifiant le champs magne´tique
applique´ par δ ou par l’e´nergie de Fermi f , ce qui conduit au meˆme re´sultat. Compte tenu du
roˆle syme´trique joue´ par l’e´nergie de Fermi et le flux magne´tique, nous allons d’abord nous
inte´resser a` la conductance sans flux.
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4.3.4 Re´sultats a` moment k0 nul
La situation que l’on traite ici est exactement similaire au syste`me du chapitre pre´ce´dent
mais dans une limite diffe´rente. Dans le chapitre pre´ce´dent, nous avons calcule´ le coutant tunnel
pour des valeurs de T faibles (en perturbation) et pout toute diffe´rence de potentiel. Ici, nous
calculons les proprie´te´s de transport pour un gap tunnel quelconque, donc arbitrairement grand
mais la tension applique´e est ne´cessairement faible puisqu’on regarde la conductance line´aire.
On adopte la convention suivante : quand l’e´nergie de Fermi tombe exactement au milieu du
gap, on rede´finit le ze´ro d’e´nergie de sorte que f = 0 et α = 0. On peut maintenant voir
apparaˆıtre diffe´rents re´gimes de la conductance tunnel en fonction des valeurs relatives des
diffe´rents parame`tres : LT = pih¯vT qui mesure l’intensite´ de l’effet tunnel, L la longueur de la
re´gion de couplage tunnel, et 1 − α2 = 1 − ( fT )2 ou` α =
f
T mesure la force du couplage par
rapport a` l’e´nergie de Fermi du syste`me. La conductance en fonction de ces variables devient :
GT =
2e2
h
sinh2(
piL
LT
√
1− α2)
sinh2(
piL
LT
√
1− α2) + 1− α2
(4.45)
Si on s’inte´resse aux valeurs de LT par rapport a` L, il apparaˆıt un re´gime d’effet tunnel faible
(LT  L) distinct du re´gime d’effet tunnel fort (LT  L). De plus, on dit que le syste`me est a`
la rsonance quand l’e´nergie de Fermi est faible devant T , i.e. α ≈ 0 ; le syste`me est alors dans la
phase commensurable pour n’importe quelle valeur non-nulle du coefficient tunnel T . Autrement,
le syste`me est dans la phase incommensurable, il est hors resonance. Ainsi la conductance pour
α ≈ 0 se simplifie en :
GT =
2e2
h
sinh2(
piL
LT
)
sinh2(
piL
LT
) + 1
(4.46)
Dans la limite de d’effet tunnel fort, la conductance line´aire oscille en fonction de L avec la
longueur d’onde LT et l’amplitude qui est le quantum de conductance 2e
2
h
. Ce re´gime peut eˆtre
re´alise´ en construisant une re´gion de couplage tunnel tre`s longue. Cela correspond a` une zone ou`
l’e´lectron a une tre`s forte probabilite´ d’eˆtre pie´ge´ le long de la barrie`re. Si on augmente (diminue)
la hauteur de la barrie`re il se produit une diminution (augmentation) de la valeur du coefficient
tunnel. En conse´quence, il est possible, de choisir une e´chelle de longueur effective pour obtenir
de l’effet tunnel cohe´rent entre les fils 1 et 4.
A l’inverse, le re´gime d’effet tunnel faible est obtenu de`s que la barrie`re est tre`s courte ou
que le coefficient tunnel est tre`s faible LT  L, la conductance est alors :
GT ∼ e
2
h
(
piL
LT
)2 (4.47)
En fonction des parame`tres initiaux la conductance devient :
GT ∼ e
2
h
(
T L
h¯v
)2 (4.48)
Dans ce re´gime, nous retrouvons la de´pendance habituelle en T 2 de la conductance tunnel a`
travers une barrie`re unidimensionnelle. Les e´lectrons ne ressentent pas l’effet tunnel e´tendu et
se comportent comme si la barrie`re e´tait ponctuelle. La phase incommensurable (limite hors-
resonance ) est obtenue pour des valeurs de α  1. Ceci correspond a` de valeurs e´leve´es de
l’e´nergie de Fermi compare´es a` T ( f  T ) ou, a` l’inverse a` des valeurs tre`s faibles ( f  −T ),
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i.e. le syste`me est en dehors du gap. Pour cette phase, on doit utiliser l’autre formule de la
conductance :
GT =
2e2
h
sin2[
piL
LT
√
α2 − 1]
sin2[
piL
LT
√
α2 − 1] + α2 − 1
(4.49)
Dans la limite hors-re´sonance, nous obtenons :
GT =
2e2
h
1
α2
sin2(α
piL
LT
) (4.50)
En fonction des parame`tres originaux, cela devient :
GT =
e2
h
T 2
2f
sin2(α
piL
LT
) (4.51)
Fig. 4.13 – Conductance diffe´rentielle en fonction de f/T for L/LT = 1
On voit ici que la conductance, dans la phase incommensurable, suit un comportement os-
cillatoire en L identique avec une longueur d’onde LT avec en plus, un amortissement en 1
2f
. Ce
comportement traduit la tre`s faible probabilite´ qu’un e´lectron d’e´nergie hors du gap puisse subir
l’effet tunnel. Rapporte´ a` la valeur des pics de re´sonance, la conductance hors re´sonance est plu-
sieurs orders de grandeur en dessous. Comme pre´ce´demment, la conductance peut eˆtre module´e
en ajustant l’e´chelle de longueur effective LT . Finalement, a` la limite des deux comportements
α ≈ 1,
GT =
2e2
h
sinh2(
piL
LT
√
1− α2)
sinh2(
piL
LT
√
1− α2) + 1− α2
(4.52)
On peut de´velopper le sinh et simplifier la formule pour obtenir la valeur de la conductance a` la
transition de phase :
GT =
e2
h
(
piL
LT
)2
(piLLT
)2 + 1
(4.53)
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Fig. 4.14 – Conductance diffe´rentielle en fonction de f/T for L/LT = 0.1
Fig. 4.15 – Conductance diffe´rentielle en fonction de f/T for L/LT = 10
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4.3.5 Re´sultats a` moment k0 non-nul
Quand on prend en compte le flux, il n’y a qu’un changement mineur dans la mesure ou` ce
flux ne fait que de´caler l’e´nergie de Fermi f −→ f + h¯vδ2 . Cette caracte´ristique permet de faire
varier la conductance en modifiant le champs magne´tique applique´ au lieu de modifier l’e´nergie
de Fermi du syste`me. Il y a donc un double effet du flux, il peut faire passer le syste`me de la
re´sonance a` l’absence de resonance, il traduit e´galement les effets d’interfe´rence quantique via
les caracte´ristiques oscillatoires de la conductance.
4.4 Roˆle des interactions et transition C-IC
Dans le cas pre´ce´dent tre`s simple a` remplissage entier, nous avons vu que l’existence d’une
valeur de k0 non-nulle autour de laquelle sont line´arise´es les relations de dispersion des e´lectrons
des deux fluides de Hall conduit a` l’apparition de deux phases distinctes. Nous allons montrer
que cette transition de phase subsiste toujours quand on rajoute les interactions.
4.4.1 Bosonisation de l’Hamiltonien
On conside`re maintenant l’effet des interactions en rajoutant un Hamiltonien pour l’interac-
tion coulombienne inter et intra-canaux. L’Hamiltonien total apparaˆıt alors comme :
H = Ho +Hint +HT (4.54)
avec :
Ho = −iv0
∫
dy(ψ†R∂yψR − ψ†L∂yψL) (4.55)
Hint =
∫
dy1dy2[V (y1 − y2)(ρR(y1)ρR(y2) + ρL(y1)ρL(y2)) + 2V (y1 − y2)ρR(y1)ρL(y2)] (4.56)
HT = T
∫ L/2
−L/2
dy(e2ik0yψ†RψL + e
−2ik0yψ†LψR) (4.57)
les ope´rateurs ψR and ψL sont les ope´rateurs des e´lectrons chiraux des bords se propageant
vers la droite et la gauche. ρR =: ψ
†
RψR : et ρL =: ψ
†
LψL : sont les ope´rateurs de densite´
e´lectronique ordonne´s normalement correspondants. Nous ne supposons pas de forme pre´cise
pour l’interaction coulombienne. Comme au chapitre pre´ce´dent, nous supposons que l’interaction
a` lieu tout le long des canaux de bord et pas seulement dans la zone d’interaction tunnel.
Appliquons maintenant la proce´dure usuelle de bosonisation :
ψR =
1√
2pi
e−i
√
4piφR (4.58)
ψL =
1√
2pi
ei
√
4piφL (4.59)
Ici, φR et φL sont les champs bosoniques chiraux. Il est tre`s pratique d’introduire les champs
conjugue´s : ϕ = φR + φL et ϑ = φR − φL. Avec ces conventions de bosonisations, nous avons
montre´ pre´ce´demment que
ρR(x) = i
1√
pi
∂zφR ρL(x) = −i 1√
pi
∂zφL (4.60)
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En fonction du boson non-chiral et de son moment conjugue´, ces relations s’exprime comme
ρR(x) =
1√
4pi
(Π− ∂xϕ) ρL(x) = − 1√
4pi
(Π + ∂xϕ) (4.61)
avec Π = 1v0
∂tϕ(y) = −∇(ϑ) le moment conjugue´ du champ ϕ.
En supposant une interaction de Coulomb locale V (y1 − y2) = V0δ(y1 − y2), la version
bosonise´e des Hamiltoniens HKin +Hint est alors :
HKin +Hint = v0
2
∫
dx
{
Π2 + (∂xϕ)
2
}
+
V0
2pi
∫
dx
{
Π2 + (∂xϕ)
2
}
− V0
2pi
∫
dx
{
Π2 − (∂xϕ)2
}
(4.62)
On peut achever la proce´dure de bosonisation en re´e´crivant :
H = v
2
∫
dy
{
KΠ2 +
1
K
(∂xϕ)
2
}
+
T
pi
∫ L/2
−L/2
cos(
√
4piϕ+ 2k0y) (4.63)
avec
v = v0
√
1 + 2V0pi
K(k) = 1√
1 +
2V0
pi
(4.64)
Ainsi, on peut formuler la the´orie de fermions avec interaction pre´ce´dente uniquement a`
partir d’une phase ϕ ; le mode`le devient alors une the´orie du champ libre de bosons avec une
relation de dispersion line´aire et un terme de sine-Gordon 4. Notons que si on conside`re des
interactions a` longue distance, dans les situations re´alistes, on peut faire l’approximation que
la partie cine´tique de l’Hamiltonien de´crit une the´orie de bosons libres avec une relation de
dispersion line´aire, une vitesse renormalise´e v(k) ≈ v et e´galement un parame`tre de Luttinger
renormalise´ K(k) ≈ K. Mitra and Girvin [36] ont estime´ la valeur de K ≈ 0.6 − 0.7 dans les
structures e´tudie´es dans [33, 34]. Ainsi, en renormalisant la valeur des champs (1/
√
K)ϕ→ ϕ et
(
√
KΠ→ Π, en re´alisant la translation suivante de la variable ϕ = ϕ−2k0y, et en conside´rant la
barrie`re comme infiniment longue, on peut re´exprimer l’Hamiltonien total en espace re´el comme :
H = v
2
∫
dy
{
Π2 + (∂xϕ− 2k0)2 + 2µ cos(βϕ)
}
(4.65)
avec β =
√
4piK et µ = T
piv0
√
1 +
2V0
pi
.
4.4.2 The´orie de sine-Gordon
Conside´rons d’abord la situation ou` k0 = 0, l’Hamiltonien 4.65 se re´duit a` l’Hamiltonien de
sine-Gordon. C’est un mode`le qui est l’un des plus e´tudie´s de la the´orie quantique des champs.
Il est totalement inte´grable [15]. D’apre`s les relations pre´ce´dentes il est clair que le re´gime de
couplage fort du syste`me initial d’e´lectrons (V0 → ∞) est transforme´ par bosonisation en
re´gime de couplage faible du mode`le de sine-Gordon (β → 0). Cet Hamiltonien est subit le flot
du groupe de renormalisation. Si β2 = 8pi, le terme de sine-Gordon est marginal, et on pourrait
na¨ıvement penser qu’il est irrelevant si β2 > 8pi et relevant si β2 < 8pi en qu’il conduit a` un gap
des excitations de cette the´orie. En re´alite´, les choses sont un peu plus complique´es car a` µ = 0,
4Dans la limite de longueur de barrie`re L infinie.
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il n’y a pas qu’un point fixe mais une ligne de points fixes parame`tre´e par β 2. Il en resort que
β2 est soumis au flot du groupe de renormalisation loin de cette ligne et que l’on doit conside´rer
les e´quations couple´es du groupe de renormalisation
dβ2
dl = −piβ4µ2
dµ
dl = −2µ(
β2
8pi − 1) (4.66)
Ces e´quations sont obtenues en re´alisant les produits d’ope´rateurs a` courte distance. Le flot du
groupe de renormalisation est repre´sente´ a` la Fig. (4.16). On ve´rifie aise´ment qu’en partant d’un
couplage µ faible, le syste`me e´volue vers le couplage fort lorsque (µ est alors marginalement
relevant) alors qu’il e´volue vers µ = 0 si (µ est alors marginalement irrelevant). On va assister
a` l’ouverture d’un gap si on part d’un µ infinite´simal et β2 < 8pi. Le terme de sine-Gordon est
alors relevant et conduit a` une the´orie massive. On montre par argument de dimension d’e´chelle
que, le gap µr est renormalise´ comme µr = µ
1/(1−β2/8pi). Il peut eˆtre inte´ressant de rappeler
quelques proprie´te´s du mode`le de sine-Gordon, qui est exactement soluble [62, 63]. Le spectre
de ce mode`le est constitue´ de breathers (Bn),de solitons et d’antisolitons. Les breathers sont des
e´tats lie´s d’un soliton et d’un antisoliton et ils occupent des e´tats discrets dans le spectre. Les
breathers sont en dessous de la partie continue du spectre due aux solitons. Le premier de ces
e´tat lie´ B1 co¨ıncide avec le boson fondamental de (4.65). Le nombre des breathers est donne´ par
n = 1, 2, 3... < 1/ξ, avec ξ = β2/(1 − β2). On peut remarquer que meˆme pour une interaction
V0 infinite´simale, il existe au moins un breather. Les masses des breather i.e. les gaps dans le
spectre sont donne´es par
m = 2M sin(
piξ
2
) (4.67)
ou` M est la masse du soliton. M est relie´e au parame`tre µ via
µ =
Γ(β2)
piΓ(1− β2)
M
√
piΓ(
1 + ξ
2
)
2Γ(
ξ
2
)

2−2β2
(4.68)
On peut remarquer que lorsque β → 0, M ∼ µv2/β2 →∞ et m ∼ v2(µ/β2)β4 ∼ T . En d’autres
termes, dans la limite de fort couplage V0 →∞ du mode`le initial de fermions, le soliton devient
tre`s massif et conduit a` une tre`s forte augmentation du gap de bande. La masse du breather le
plus le´ger approche la valeur du coefficient du cosinus. Cela correspond au fait qu’en l’absence
d’interaction coulombienne (V0 = 0), la valeur exacte du gap du spectre a` une particule est T .
4.4.3 Transtion de phase commensurable-incommensurable
Avec le terme incommensurable k0 6= 0, il apparaˆıt en de´veloppant le carre´ dans le terme
cine´tique, un terme en −4k0∂xϕ 5. Lorsque β2 < 8pi, on comprend qualitativement l’apparition
d’une transition de phase par la compe´tition entre ce terme en ∂xϕ qui privile´gie une configu-
ration du boson fondamental spatialement uniforme, alors que le terme de sine-Gordon favorise
l’apparition de configuration classique non-uniforme 〈ϕ〉 6= 0. Ce changement de configuration
du fondamental est connue sous le nom de transition de phase commensurable-incommensurable
(C-IC), qui se produit pour k0 6= 0 et β2 < 8pi.
L’apparition d’un terme de la forme d’incommensurabilite´ −4k0
∫
dx∂xϕ dans l’Hamiltonien
de sine-Gordon conduit donc a` une transition de phase bien connue [66, 65]. Ce terme correspond
pour le syste`me fermionique initial a` un potentiel chimique. A k0 = 0, le potentiel chimique sup-
ple´mentaire est nul, et le potentiel chimique du syste`me est au milieu du gap. Cela correspond a`
la situation de´ja` explicite´e. Tant que k0 est suffisamment faible, le potentiel chimique du syste`me
5La terme constant 4k20 ne fait que renormaliser le ze´ro d’e´nergie et peut eˆtre ne´gliger.
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Fig. 4.16 – Courbe critique de la transition de phase commensurable (C)- incommensurable
(IC). Dans la phase commensurable, la conductance est tre`s e´leve´e ; elle est exponentiellement
re´duite dans la phase incommensurable.
est dans le gap du mode`le de sine-Gordon. Le syste`me est alors dans la phase commensurable
et la premie`re excitation est encore gappe´e. La physique est sensiblement la meˆme qu’a` k0 = 0,
avec une valeur du gap re´duite par l’augmentation du potentiel chimique. Pour une valeur de
−4k0∂xϕ comparable a` 2µ, le potentiel chimique atteint l’e´nergie du soliton de plus basse e´nergie.
Les excitations ne sont plus gappe´es et le fondamental est modifie´. La transition se produit pour
une valeur de k0 critique de l’ordre de µ (k0,c = 2µ). On peut donc tracer le diagramme de phase
en fonction de β et de k0 (cf Fig. 4.16). A partir de ce point, l’e´nergie de Fermi du syste`me coupe
la branche supe´rieure de la relation de dispersion du syste`me fermionique initial, et la branche
supe´rieure est partiellement remplie, ce qui correspond a` l’apparition d’un vecteur d’onde de
Fermi non-nul k′f . La re´gion avec k
′
f = 0 est la phase commensurable, qui est gappe´e tandis que
k′f 6= 0 est la phase incommensurable, non-gappe´e. Ceci est une transition de phase quantique
qui se produit dans beaucoup d’autres syste`mes [66, 65]. Dans les syste`mes bidimensionnels,
cette transition se produit entre une phase avec une syme´trie discre`te (phase C) et une phase
de syme´trie continue (phase IC). C’est une situation tre`s inte´ressante qui illustre le the´ore`me de
Mermin-Wagner, et qui a e´te´ observe´e dans des monocouches gazeuses adsorbe´e sur des solides
[64].
Les proprie´te´s de la phase commensurable ont de´ja` e´te´ e´voque´es. Dans la phase incommensu-
rable, il apparaˆıt un vecteur d’onde de Fermi non-nul k ′f 6= 0. On peut donc rede´finir une the´orie
line´arise´e autour de ces points de Fermi ±k ′f , et de´duire le comportement a` longue distance des
fonctions de corre´lations du syste`me initial a` partir des excitations de basse e´nergie autour de ces
nouveaux points de Fermi. Il est ainsi possible de bosoniser a` nouveau les syste`me fermionique
line´arise´ autour de ±k′f . En suivant [66], on obtient le nouveau parame`tre de Luttinger K ′, a`
partir duquel on peut de´terminer les fonctions de corre´lations du syste`me. K ′ de´pend des va-
riables originales β, µ et k0 mais il tend vers une valeur universelle K
′ = 1/2, lorsque le syste`me
s’approche de la valeur k0,c, par la phase incommensurable. Il serait inte´ressant de calculer des
quantite´s pertinentes du point de vue du transport dans la jonction tunnel en coin a` partir de
cette the´orie effective dans la phase incommensurable.
4.5 Mode`le effectif des canaux de bord co-propageant.
Les excitations de basse e´nergie des canaux de bord de deux fluides de Hall a` remplissage
νm = 1/m , m impair et se propageant dans le meˆme sens le long d’une barrie`re de potentiel
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e´tendue sont similaires a` celles qui apparaissent dans le cas contre-propageant. Nous conside´rons
la situation ou` deux fluides de Hall de remplissage fractionnaire distincts sont se´pare´s par une
barrie`re de potentiel abrupte, de longueur L. Ces deux fluides re´sultent d’une orientation du
champ magne´tique conduisant a` la formation d’excitations de bord chirales se propageant dans
le meˆme sens (que l’on suppose eˆtre vers les x positifs i.e. les ope´rateurs ne de´pendent que de
x − vt), dans la ge´ome´trie de la jonction e´tendue en coin de Grayson et al. (cf Fig. 4.10). Les
relations de dispersion a` une particule de ces deux syste`mes lorsque la barrie`re est de hauteur
infinie i.e. les deux fluides de Hall sont inde´pendants, se coupent pour une valeur commune du
moment k = k0 (cf Fig. 4.11). On peut alors proce´der a` une line´arisation de ces relations autour
de k0, conduisant a` la de´termination de deux vitesses de Fermi diffe´rentes, et a` une description
des canaux de bords de ces deux fluides par la the´orie des liquides de Luttinger chiraux de meˆme
chiralite´, indice´s R1 et R2. Ces χLL sont caracte´rise´s par deux vitesses de Fermi, vf1 et vf2, et
par deux facteurs de remplissage ν1 = 1/m1 et ν2 = 1/m2 avec m1, m2 deux entiers impairs
distincts. Dans une situation plus re´aliste, la barrie`re de potentiel est de hauteur finie, autorisant
l’effet tunnel entre les deux canaux de bord co-propageant. Comme dans le cas de la ge´ome´trie
de la jonction tunnel e´tendue, l’effet tunnel se produit a` des valeurs de k voisines de k0. Enfin, on
peut s’attendre a` des effets non-ne´gligeables de l’interaction coulombienne a` travers la barrie`re
tunnel. Nous commencerons par e´tablir la dynamique du syste`me de deux χLL de meˆme chiralite´
a` remplissages et vitesses de Fermi diffe´rents, couple´s par l’interaction coulombienne a` travers
la barrie`re. Nous examinerons ensuite de manie`re perturbative le courant tunnel entre les deux
χLL.
4.5.1 The´orie bosonise´e
Ces deux χLL de meˆme chiralite´ peuvent eˆtre de´crits par deux bosons chiraux via la technique
de bosonisation, contrairement au cas de χLL de chiralite´s oppose´es ou` un boson unique est
suffisant pour de´terminer la dynamique du syste`me. En introduisant les densite´s e´lectroniques
ρα(x) = :ψ
†
α(x)ψα(x): =
√
να ∂xφα(x)/(2pi) ou` α = R1, R2, ψ
†
α(x) est l’ope´rateur de cre´ation
d’e´lectron du χLL α, on peut e´crire l’Hamiltonien libre du syste`me comme la somme de plusieurs
contributions :
HR1/R2 = 14pi
{
h¯vF1/F2 +
ν1/2
2pi V0
} [
∂xφR1/R2
]2
Hint =
√
ν1ν2
4pi2
V0∂xφR1∂xφR2
(4.69)
Le premier Hamiltonien est compose´ de la partie libre de l’Hamiltonien ainsi que de la contri-
bution de l’interaction coulombienne intra-canal. Ces deux contributions se factorisent en la
somme de la vitesse de Fermi vF et du terme d’interaction ναV0/(2pih¯) qui domine la vitesse
de Fermi dans la limite basse e´nergie ou longue distance. Notons que nous travaillons ici avec
une interaction coulombienne ponctuelle pour plus de clarte´. Le second Hamiltonien est le terme
d’interaction coulombienne inter-canal. La chiralite´ des champs bosoniques apparaˆıt dans les
relations de commutation canoniques : [φα(x), φ
′
α(x
′)] = ipisign(x − x′)δα,α′ . On peut noter la
diffe´rence avec les relations de commutation canoniques des champs de chiralite´s oppose´es. L’Ha-
miltonien total Htot = HR1 +HR2 +Hint e´tant quadratique en les champs φR1(x) et φR2(x), il
sera possible de le diagonaliser en utilisant une transformation de Bogoliubov. Cela consiste a`
trouver de nouveaux champs, exprime´s en fonction de φR1(x) et φR2(x), qui diagonalisent l’Ha-
miltonien total et, e´galement, qui ve´rifient les relations de commutation canoniques bosoniques.
Nous allons appliquer ce programme en re´e´crivant Htot en fonction des champs diagonaux, que
l’on nomme φa(x) et φb(x) :
Htot = h¯
4pi
{
va (∂xφa)
2 + vb (∂xφb)
2
}
(4.70)
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Il convient ensuite d’identifier les champs φa et φb en fonction de φR1 et φR2 ; les relations de
commutations permettent de de´terminer la constante de normalisation globale des champs dia-
gonaux. Dans le cas pre´sent, la de´termination exacte de φa et φb est possible mais l’expression ob-
tenue n’est pas tre`s e´le´gante. Il vaut mieux commencer par conside´rer que le terme d’interaction
coulombienne domine tre`s largement les vitesses de Fermi, on peut alors faire l’approximation
vF1 ≈ vF2 ≈ 0. On obtient les valeurs suivantes des champs diagonaux :
φa =
√
ν1
ν1 + ν2
φR1 +
√
ν2
ν1 + ν2
φR2
φb =
√
ν2
ν1 + ν2
φR1 −
√
ν1
ν1 + ν2
φR2
(4.71)
Les relations de commutations ve´rifie´es par ces champs sont alors :
[φa(x), φa(x
′)] = ipisign(x− x′)
[φb(x), φb(x
′)] = ipisign(x− x′)
[φa(x), φb(x
′)] = 0
(4.72)
On en de´duit les valeurs de vitesses normalise´es
va = (ν1 + ν2)
V0
2pih¯
vb = 0
(4.73)
On peut maintenant aller a` l’ordre supe´rieur en
vF1 + vF2
V0
∼ ε. Les modes diagonaux deviennent
alors :
φa =
1√
ν1 + ν2
{
(
√
ν1 + ε
√
ν2)φR1 + (
√
ν2 − ε√ν1)φR2
}
φb =
1√
ν1 + ν2
{
(
√
ν2 − ε√ν1)φR1 − (
√
ν1 + ε
√
ν2)φR2
} (4.74)
Les relations de commutations canoniques sont e´galement ve´rifie´es :
[φa(x), φa(x
′)] = ipisign(x− x′)
[φb(x), φb(x
′)] = ipisign(x− x′)
[φa(x), φb(x
′)] = O(ε2)
(4.75)
et les vitesses renormalise´es :
va = (ν1 + ν2)
V0
2pih¯
+
ν1vF1 + ν2vF2
(ν1 + ν2)
vb =
ν1vF2 + ν2vF1
(ν1 + ν2)
(4.76)
et la valeur pre´cise de ε est alors
√
ν1ν2
(ν1 + ν2)
(vF1 − vF2
va − vb
)
. Nous avons ainsi de´termine´, au premier
ordre en ε, les champs qui diagonalisent l’Hamiltonien Htot, et les relations de commutations
montrent que ces champs sont chiraux de meˆme chiralite´.
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4.5.2 Hamiltonien tunnel et bosonisation.
Nous pouvons maintenant traiter l’Hamiltonien de l’effet tunnel Htun en perturbation.
Htun =
∫ L
2
−L
2
dx
{
t ψ†R1ψR2 +H.c.
}
. (4.77)
C’est le meˆme formalisme que celui que nous avons de´veloppe´ dans le chapitre pre´ce´dant. Nous
pouvons exprimer cet Hamiltonien en fonction des champs φR1 et φR2 , a` l’aide des formules de
bosonisation.
ψα(x) =
Fα
2pi
: exp
{
−i
√
4pi
να
φα(x) + ikαx
}
: (4.78)
Notons la pre´sence des facteurs de Klein Fα qui assurent l’anticommutation des fermions ψα.
Avec ces formules de bosonisation, l’Hamiltonien tunnel devient :
Htun = 1
2pi
2|t|
∫ L
2
−L
2
dx cos
(
φn√
ν˜
+ kfx
)
(4.79)
ou` nous avons pose´ kf = k2−k1, ν˜ = ν1ν2ν1 + ν2 et φn =
1√
ν1 + ν2
{√
ν2φR1 −
√
ν2φR1
}
. Le syste`me
est donc de´crit par un Hamiltonien de sine-Gordon chiral, dont les proprie´te´s sont diffe´rentes de
l’Hamiltonien de sine-Gordon de´ja` traite´. Nous ne de´taillerons pas ce mode`le qui est traite´ dans
[68, 67]. Le re´sultat tre`s utile a` remarquer est la relation entre φn et φa, φb.
φn = φb − εφa (4.80)
4.5.3 Calcul perturbatif
Nous suivons toujours le meˆme cheminement qu’au chapitre pre´ce´dent et nous calculons
l’ope´rateur tunnel :
A(x, t) =
1
2pi
eikfx : e
{
i
√
4pi
ν˜
φn(x,t)
}
: (4.81)
De meˆme, on de´termine :
A†(x′, 0) =
1
2pi
e−ikfx
′
: e
{
−i
√
4pi
ν˜
φn(x′,0)
}
: (4.82)
Et d’apre`s la formule du chapitre 3.3.1, la valeur du courant tunnel en perturbation est :
Itun = −2eT 2
∫ L/2
−L/2
∫ L/2
−L/2
dxdyIm[X˜ret(
−eV
h¯
, x− y)] (4.83)
avec Xret(x − y, t − t′) = −iθ(t − t′)〈[A(x, t), A†(x′, 0)]〉 le propagateur retarde´ de l’ope´rateur
local de tunnel A(x, t) = ψR1(x, t)ψ
†
R2
(x, t). L’e´valuation de cette inte´grale peut se faire suivant
les lignes pre´ce´demment suivies. Nous pouvons d’abord calculer la diffe´rence des fonctions de
Green 〈[A(x, t), A†(0, t′)〉] en utilisant les formules de bosonisation pour le calcul des fonctions
de Green :
〈[A(x, t), A†(0, t′)]〉 ≈ 1
4pi2
eikfX
{
1
[α− i(x− vbt)]1/ν˜
− 1
[α+ i(x− vbt)]1/ν˜
}
(4.84)
avec X = x − x′ et α le cut-off ultra-violet. Cette formule me´rite d’eˆtre e´claircie par le calcul
de :
〈φn(x, t)φn(x′, 0)〉 = 〈φb(x, t)φb(x′, t)〉+ ε2〈φa(x, t)φa(x′, t)〉 (4.85)
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Dans notre proce´dure, les termes d’ordres ε2 ont e´te´ ne´glige´s depuis le de´but ; ici on se retrouve
donc uniquement a` e´valuer le propagateur retarde´ du boson φb associe´ a` un fermion chiral fictif
de facteur de remplissage 1/ν˜, a` la vitesse vb et au moment kf . En utilisant ce propagateur, on
retrouve bien la formule 5.8 On peut maintenant calculer :
AR(k, ω) = −2
∫∞
−∞
∫∞
−∞ dxdyIm
({
−iθ(t− t′)
(
〈A(t, x), A†(0, x′)〉 − 〈A†(0, x′)A(t, x)〉
}))
= 2pi
Γ(1/ν˜)
|k − kf |
1
ν˜
−1
δ(ω + vb(kf − k))
(4.86)
On prend ensuite la transforme´e de Fourier inverse de AR(k, ω) sur l’espace, note´e A˜R(x, ω) =
2pi
Γ(1/ν˜)
(
ω
vb
) 1
ν˜
−1
e
i(kf+
ω
vb
)x
et Itun ∼
∫ L/2
−L/2
∫ L/2
−L/2 dxdyA˜R(x − x′, ω). Nous obtenons ainsi la for-
mule finale exprimant le courant tunnel :
Itun = eT 2 2pi
Γ(1/ν˜)
(
ω
vb
) 1
ν˜
−1
L2 sin2c
[
(kf +
ω
vb
)
L
2
]
(4.87)
Fig. 4.17 – Courant tunnel dans le cas non re´sonnant en fonction de la tension normalise´e x,
avec une longueur de barrie`re normalise´e y = 1000. 1ν˜ = 2
On peut maintenant, a` l’instar de ce que nous avons de´ja` re´alise´ pre´ce´demment, distinguer
le cas non-re´sonnant qui correspond a` une valeur non-nulle du moment de Fermi effectif du
syste`me kf 6= 0. Dans ce cas, le courant tunnel s’exprime simplement en fonction de trois
grandeurs typiques : l’e´nergie de Fermi effective f = vbkf , la longueur adimensionne´e y = kfL
et la tension adimensione´e x = eV/f .
Itun = eT 2(αkf )
1
ν˜
−1 2pi
Γ(1/ν˜)
x
1
ν˜
−1
y2 sin2c
[
y
2
(1− x)
]
(4.88)
Dans le cas re´sonnant, qui correspond a` la situation physique que nous e´tudions ici, avec
kf = k2 − k1 = 0, le courant tunnel devient, en posant x = eV L2vb :
Itun = 4eT 2 2pi
Γ(1/ν˜)
(
2α
L
)
1
ν˜
−1
x
1
ν˜
−1
sin2c(x) (4.89)
On peut conside´rer trois cas concrets illustre´s par les figures (cf Fig. 4.18, 4.19, 4.20), corres-
pondant aux deux canaux contre-propageant aux remplissage entier ν1 = ν2 = 1, i.e.
1
ν˜ = 2
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Fig. 4.18 – Courant tunnel dans le cas non re´sonnant en fonction de la tension normalise´e x,
avec une longueur de barrie`re normalise´e y = 10. 1
ν˜
= 2
Fig. 4.19 – Courant tunnel dans le cas non re´sonnant en fonction de la tension normalise´e x,
avec une longueur de barrie`re normalise´e y = 10. 1
ν˜
= 4
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Fig. 4.20 – Courant tunnel dans le cas non re´sonnant en fonction de la tension normalise´e x,
avec une longueur de barrie`re normalise´e y = 10. 1ν˜ = 6
Fig. 4.21 – Courant tunnel dans le cas non re´sonnant en fonction de la tension normalise´e x,
avec une longueur de barrie`re normalise´e y = 1. 1
ν˜
= 2
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Fig. 4.22 – Courant tunnel dans le cas non re´sonnant en fonction de la tension normalise´e x,
avec une longueur de barrie`re normalise´e y = 1. 1
ν˜
= 2
Fig. 4.23 – Courant tunnel dans le cas non re´sonnant en fonction de la tension normalise´e x,
avec une longueur de barrie`re normalise´e y = 1. 1
ν˜
= 6
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(cf Fig. 4.18), aux remplissages fractionnaires e´gaux ν1 = ν2 = 1/3, i.e.
1
ν˜ = 6 (cf Fig. 4.20) et
aux remplissages distincts ν1 = 1, ν2 = 1/3, i.e.
1
ν˜
= 4 (cf Fig. 4.19). sur ces trois cas typiques,
on note la pre´sence d’oscillations qui traduisent la cohe´rence du transport tunnel a` travers la
barrie`re, ainsi que les comportement asymptotiques en loi de puissance typiques des χLL.
Fig. 4.24 – Courant tunnel dans le cas non re´sonnant en fonction de la tension normalise´e x,
avec une longueur de barrie`re normalise´e y = 0.1. 1
ν˜
= 2
Fig. 4.25 – Courant tunnel dans le cas non re´sonnant en fonction de la longueur normalise´e y,
avec une tension normalise´e x = 0.5. 1
ν˜
= 2
4.6 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons e´tudie´ les proprie´te´s de transport tunnel des jonctions e´tendues
en coin. Ces jonctions permettront l’effet tunnel entre les modes de bords de deux fluides de
Hall distincts se´pare´s par une barrie`re de longueur macroscopique mais de tre`s faible largeur.
Dans ces structures, le facteur de remplissage et la chiralite´ de chaque fluide est modifiable
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inde´pendamment par l’expe´rimentateur, ouvrant un champ d’investigation expe´rimental tre`s
large. Nous avons de´termine´ les relations de dispersion de cette structure dans les deux confi-
gurations de chiralite´ distinctes. Dans les deux cas, l’effet tunnel se produit majoritairement
autour d’une valeur non-nulle k0 du moment longitudinal a` la barrie`re. Dans le cas habituel de
canaux contre-propageant, nous avons de´termine´ deux re´gimes de conductance par la the´orie
de Landauer-Bu¨ttiker, dans le cas de remplissages entiers sans interactions. Ces deux phases
distinctes subsistent lorsque l’on prend en compte les interactions et il apparaˆıt une transition
de phase commensurable-incommensurable en fonction de la force des interactions et de la va-
leur de k0. Dans la phase commensurable, le syste`me est gappe´ et la conductance tunnel est
favorise´e. Dans la phase incommensurable, le syste`me n’a plus de gap, la conductance est tre`s
atte´nue´e. Nous avons e´galement calcule´ le courant tunnel entre canaux co-propageant a` des rem-
plissages distincts. Le syste`me est de´crit par un mode`le de sine-Gordon chiral et le courant en
perturbation s’exprime tre`s simplement a` partir d’un mode`le de fermions chiraux libres, avec un
remplissage et un parame`tre de Luttinger effectif. Ces re´sultats mettent en e´vidence la richesse
de ces structures. Ils sont ine´dits et appellent a` une confrontation expe´rimentale.
Il serait inte´ressant de poursuivre ces travaux en calculant les proprie´te´s d’e´chelle de la
longueur de la barrie`re i.e. en de´terminant une e´quation de flot supple´mentaire au mode`le de
sine-Gordon, indiquant l’e´volution couple´e de la longueur de la barrie`re en fonction des autres
parame`tres sous le flot du groupe de renormalisation. La technique de bosonisation est un outil
central dans l’e´tude de ces syste`mes. Au chapitre suivant, nous de´crirons une situation tre`s
simple ou` la bosonisation invalide la the´orie des liquides de Luttinger.
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Chapitre 5
Profil de densite´ et excitations des
canaux de bords
Conside´rons une jonction e´tendue entre deux fluides de Hall (cf Fig. 5.3). En l’absence d’effet
tunnel, les interactions a` travers la barrie`re me´langent les e´tats de bord de chiralite´s oppose´es
qui circulent le long de la jonction. Pour de´terminer les profils de densite´ e´lectronique des bords
du syste`me , nous utilisons la the´orie de champ moyen de Chern-Simons pour des fluides de
Hall a` remplissage identiques ν = 1/(2n + 1). Nous de´terminons les excitations e´leme´ntaires de
ce syste`me par la me´thode RPA. Dans ce cadre, il apparaˆıt une instabilite´ lorsque l’interaction
inter-canaux est suffisamment forte. Nous de´montrons dans ce chapitre que lorsque l’interaction
est suffisamment forte, il se produit une reconstruction des bords dissyme´trique par rapport
a` la barrie`re. La distribution de charge n’est plus syme´trique par rapport a` la barrie`re. La
recherche des e´tats excite´s autour de ce nouveau fondamental est laisse´ pour des travaux futurs.
Nous allons commencer par exposer le principe de la the´orie de Chern-Simons, nous utiliserons
ensuite cette the´orie pour de´terminer nume´riquement les profils de densite´ des canaux de bord
en fonction de l’intensite´ des interactions et de la charge en exce`s au bord. Nous de´terminerons
les excitations de basse e´nergie du syste`me par la me´thode RPA. Nous mettrons en e´vidence
l’apparition d’une instabilite´ dans la relation de dispersion du syste`me. Enfin, nous de´terminerons
le vrai fondamental du syste`me lorsque l’interaction inter-canaux est suffisamment intense.
5.1 The´orie de jauge des fluides de Hall
Les interactions non-locales peuvent eˆtre exprime´es via un champ de jauge et des interactions
locales. Dans le cadre des syste`mes bidimensionnels d’e´lectrons, le champ de jauge de Chern-
Simons joue un roˆle central pour les fluides de Hall quantique car il modifie la statistique des
particules.
5.1.1 Phase statistique et phase de Berry
Le facteur de phase lie´ a` la statistique apparaˆıt lorsque deux particules sont e´change´es ; il
est alors donne´ par eiϑ dans la fonction d’onde a` deux corps. Les particules sont des bosons
lorsque ϑ = 2pin et des fermions lorsque ϑ = (2n + 1)pi. Pour un syste`me invariant sous la
syme´trie d’inversion temporelle ou spatiale, on a eiϑ = e−iϑ ; la statistique est alors restreinte
aux fermions ou aux bosons. En revanche, dans un syste`me bidimensionnel en pre´sence d’un
champ magne´tique, ces syme´tries ne sont plus respecte´es, ce qui autorise l’existence de particules
avec des facteurs de phase statistique diffe´rents de (2n + 1)pi ou 2npi ; ces particules sont des
anyons.
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Un autre facteur de phase apparaˆıt quand une particule charge´e tourne autour d’un flux
magne´tique i.e. qu’un potentiel-vecteur A circule le long d’une courbe ferme´e C contenant ce
flux. Ce facteur est la phase de Berry en pre´sence d’un champ magne´tique donne´e par :
|qe|
h¯
∮
C
Adr = 2pi
φ
φ0
(5.1)
avec φ0 = h/|qe| le quantum de flux, et φ le flux magne´tique a` travers la surface C. Comme
on le voit a` la (cf Fig. 5.1), l’e´change de deux particules est e´quivalent a` la demi-rotation de
l’une autour de l’autre1 et donc la demi-valeur de la phase de Berry pre´ce´dente apparaˆıt. Si
Fig. 5.1 – L’e´change de deux particules revient a` D = 2, dans un syste`me invariant par transla-
tion a` re´aliser un demi-tour de l’une autour de l’autre puis a translater l’ensemble du diame`tre
du demi-cercle. La phase de Berry correspondant a` un tour complet d’une particule dans un flux
magne´tique, la moitie´ de sa valeur est attribue´e a` chaque particule lors de l’e´change i.e. a` la
fonction d’onde de´crivant les deux particules.
chaque particule subit le flux φ = θ/pi (en unite´s de flux φ0) lors de cette transformation, le
facteur de phase eiθ est affecte´ a` chacune d’elle lors de l’e´change. Quand le facteur de phase
statistique initial de la particule est eiϑ, l’influence de ce facteur supple´mentaire conduit a` un
terme de phase total de ei(ϑ+θ). En utilisant la phase de Berry, il est donc possible de changer
la statistique des particules.
5.1.2 Anyons
En dimensionD = 2, on peut en particulier utiliser un potentiel-vecteur spe´cial pour modifier
la statistique des particules. Il suffit pour cela d’attacher q tubes de flux a` chaque particule. Un
tube de flux correspond a` un sole´no¨ıde de longueur infinie suivant la direction perpendiculaire au
syste`me bidimensionnel et localise´ exactement a` la position de la particule. Lorsque les particules
sont des fermions, le champ magne´tique correspondant aux tubes de flux attache´s a` la particule
j n’est jamais ressenti par les autres particules en raison du principe de Pauli. En revanche, le
fait d’attacher les tubes de flux correspond a` faire apparaˆıtre un potentiel-vecteur singulier a et
la particule j subit l’effet du potentiel-vecteur aj relatif aux tubes de flux des autres particules
aj(r) = qφ0
∑
i6=j
∇jArg(z − zi) (5.2)
1Si le syste`me est invariant par translation, ce qui est le cas ici.
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ou` zi et z sont les coordonne´es complexes associe´es a` ri et r. On peut maintenant proce´der a`
l’e´change de deux de ces objets compose´s d’une particule et des q tubes de flux attache´s a` elle et
regarder le de´phasage obtenu. On conside`re la fonction d’onde a` deux corps Ψ de deux e´lectrons
i et j.
ΨR1,R2(ri, rj) =
1√
2
[ψR1(ri)ψR2(rj)− ψR2(ri)ψR1(rj)] (5.3)
Les fonctions d’onde a` un corps ψR1(ri) et ψR2(rj) correspondent, par exemple, a` des e´lectrons
initialement localise´s en R1 et R2. Lorsque l’on e´change adiabatiquement les positions R1 et
R2 la fonction d’onde ΨR1,R2(ri, rj) change en ΨR2,R1(ri, rj) = −ΨR1,R2(ri, rj) en l’absence
des tubes de flux attache´s afin de respecter la statistique fermionique. Lorsque q tubes de flux
sont attache´s a` chaque e´lectron, le flux subit par une particule dans sa demi-rotation autour de
l’autre est φ = qφ0/2 et il apparaˆıt une contribution supple´mentaire qpi/2 a` la phase statistique pi.
Lorsque l’on fait le choix du potentiel-vecteur pre´ce´dent, la fonction d’onde est modifie´e comme
ΨR1,R2(ri, rj) =
1√
2
[ψR1(ri)ψR2(rj)− ψR2(ri)ψR1(rj)]× ei
q
2
Arg(zj−zi) (5.4)
Nous avons ainsi re´alise´ une proce´dure d’attachement de tubes de flux aux e´lectrons qui ne
modifie que la phase des fonctions d’onde et qui correspond a` l’introduction d’un terme supple´-
mentaire dans le potentiel-vecteur du syste`me. Il faut donc voir l’adjonction de ces tubes de flux
aux e´lectrons comme une transformation de jauge mais une transformation de jauge singulie`re
[82]. Elle conduit a` la modification de la statistique des particules forme´es par l’e´lectron et ses
tubes de flux attache´s. Ces particules a` la statistique exotique sont appele´es des anyons et ne
sont re´alisable qu’en D = 2. Nous allons maintenant voir en quoi cette proce´dure permet de
de´crire les fluides de Hall.
5.1.3 The´orie de Chern-Simons Ginzburg-Landau
Le point de de´part de cette the´orie est l’Hamiltonien de fermions initiaux
H =
∫
d2rψ†(r)
[
1
2m
(−ih¯∇− qeA)2 + qeA0(r)
]
ψ(r)
(5.5)
+
1
2
∫
d2r′
∫
d2rρ(r′)V (r′ − r)ρ(r)
ou` ψ†, ψ sont les ope´rateurs de cre´ation et d’annihilation e´lectroniques, et A0 est la composante
e´lectrostatique du potentiel-vecteur. Nous allons maintenant effectuer le changement de jauge
pre´ce´dent. Nous conside´rons que les e´lectrons qui se trouvent aux positions ri sont des objets
compose´s d’un anyon de´crit par le champ ϕ auquel est attache´ q tubes de flux (cf Fig. 5.2). Le
Fig. 5.2 – Formation d’un e´lectron (en rouge) par adjonction d’un tube de flux a` un anyon de
statistique bosonique (en bleu).
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champ magne´tique duˆ aux tubes d’un e´lectron n’est jamais ressenti par les autres particules en
raison du principe d’exclusion de Pauli. Cette proce´dure revient a` introduire le champ de jauge
de Chern-Simons a de´fini comme
∇× a(r)|z = −qφ0
∑
i
δ(r− ri) (5.6)
On peut re´e´crire cette condition explicitement en donnant la valeur de a en rj :
a(rj) = −qφ0
∑
i6=j
∇iArg(rj − ri) (5.7)
Lorsque les e´lectrons ont une distribution continue de densite´ ρ(r), on peut modifier la de´finition
pre´ce´dente en un champ moyen de Chern-Simons :
∇× a(r)|z = −2θρ(r) (5.8)
et
∇.a = 0 (5.9)
Il convient ensuite de remplacer le gradient −ih¯∇ dans l’Hamiltonien par la de´rive´e covariante
−ih¯∇− qea. Par cette proce´dure, nous avons conside´re´ de nouvelles particules auxquelles sont
attache´s des tubes de flux fictifs pour former les e´lectrons initiaux. La statistique de ces particules
sera in fine de´termine´e par θ, qui est ici une constante.
Conside´rons le cas ou` la valeur moyenne du flux du champ de jauge 〈∇ × a〉 compense
exactement le champ magne´tique B = 〈∇ ×A〉. Cette condition est donne´e par
2θρ = B (5.10)
ou` ρ est la densite´ e´lectronique moyenne du fluide. On peut e´crire le facteur de remplissage
comme ν = ρ/(B/2pi) et il suffit alors de choisir θ = piν−1 pour satisfaire ( 5.10). Quand
ν = 1/(2n + 1) i.e. aux fractions magiques de Laughlin, θ = (2n + 1)pi est un multiple entier
impair de pi et la particule cre´e par l’adjonction de ces (2n+ 1) tubes de flux de Chern-Simons
est un boson2. L’Hamiltonien e´lectronique original ( 5.5) devient
H =
∫
d2rϕ∗(r)
[
1
2m
(−ih¯∇− qeA− qea(r))2 + qeA0(r)
]
ϕ(r)
(5.11)
+
1
2
∫
d2r′
∫
d2rρ(r′)Vc(r′ − r)ρ(r)
Nous allons conside´rer la fonction de partition associe´e a` cet Hamiltonien, Z = Tre−βH, a`
tempe´rature finie β = 1/kbT . Cette fonction de partition peut-eˆtre exprime´e comme une inte´grale
fonctionnelle sur le temps imaginaire τ , 0 ≤ τ ≤ β :
Z = Tre−βH
(5.12)
=
∫
D[ϕ,ϕ∗] exp[−S0(ϕ,ϕ∗, A0,A + a)]
ou` D[ϕ,ϕ∗] repre´sente la mesure de l’inte´grale fonctionnelle sur ϕ,ϕ∗
S0(ϕ,ϕ∗, A0,A + a) =
∫ β
0
dτ
∫
d2rL0(ϕ,ϕ∗, A0,A + a) (5.13)
2La phase statistique ϑ de ces anyons ve´rifie ϑ+ (2n + 1)pi = (2m+ 1)pi. Ce sont donc forcement des bosons.
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avec
L0(ϕ,ϕ∗, A0,A + a) = ϕ∗
(
∂
∂τ
+ qeA0
)
ϕ+
h¯2
2m
ϕ∗
(
−i∇− qe
h¯
(A + a)
)2
ϕ
(5.14)
+
1
2
∫
d2r′
∫
d2rρ(r′)Vc(r′ − r)ρ(r)
Enfin, la condition ( 5.8) peut eˆtre assure´e via un champ a0 qui apparaˆıt comme un multipli-
cateur de Lagrange dans l’action supple´mentaire.
Z →
∫
D[ϕ,ϕ∗, a0,a] exp
[∫ β
0
dτ
∫
d2rqea0
(
− 1
2θ
(∇× a)z − ρ
)
−L0
]
(5.15)
La validite´ de cette transformation est imme´diate : lorsque l’on inte`gre a0 dans l’inte´grale fonc-
tionnelle, seules les valeurs de a ve´rifiant ( 5.8) contribuent. On peut recombiner a0 avec a pour
former un vecteur (a0, ax, ay) et on note que ce vecteur apparaˆıt toujours comme somme´ avec
le vecteur-potentiel (A0, Ax, Ay). On peut re´e´crire la premie`re partie de cette action sous une
forme invariante de jauge.
SCS =
∫ β
0
dτ
∫
d2r
qe
4θ
µνρaµ
∂
∂xν
aρ (5.16)
avec µνρ, le tenseur de Levi-Civita i.e. le tenseur comple`tement antisyme´trique, avec µ, ν, ρ =
0, x, y et 0,x,y = 1. La re`gle de sommation implicite d’Enstein sur les indices re´pe´te´s s’applique
ici. On appelle cette action le terme de Chern-Simons et la contribution qea0ρ est inte´gre´e dans
le terme cine´tique de LTot3. Le Lagrangien total LTot s’e´crit donc (en temps re´el t)
LTot = ϕ∗
(
−i ∂
∂t
+ qea0 + qeA0
)
ϕ− h¯
2
2m
ϕ∗
(
∇− iqe
h¯
(A + a)
)2
ϕ
+
1
2
∫
d2r′ρ(r′)Vc(r′ − r)ρ(r)
(5.17)
+
qe
4θ
µνρaµ
∂
∂xν
aρ
5.1.4 Proprie´te´s du fluide de Hall
Avant de de´duire de l’action totale les e´quations du mouvement pour le syste`me, nous allons
de´terminer en quoi cette action est approprie´e pour de´crire le fluide de Hall fractionnaire. Au
facteur de remplissage 1/q, il y a q tubes de flux par e´lectron. Dans ce cas, on peut conside´rer
les e´lectrons comme de particules composites avec un flux qφ0 dans le sens oppose´ au champ
magne´tique B dont la somme des contributions annule ce champ exte´rieur. Le syste`me apparaˆıt
alors comme un ensemble de bosons composites en interaction dans un champ magne´tique nul.
En champ moyen, la seule interaction que ressentent les bosons composites est l’interaction
coulombienne re´pulsive. Or, un syste`me de bosons bidimensionnels en interaction re´pulsive a`
tempe´rature nulle re´alise un condensat de Bose-Enstein. Dans cette the´orie de champ moyen, le
fluide de Hall fractionnaire a` remplissage magique est conside´re´ comme un condensat de Bose-
Enstein de bosons composites. Dans un tel condensat la densite´ des bosons est uniforme, ce
qui est cohe´rent avec le remplacement des tubes de flux par un champ moyen uniforme. Nous
allons maintenant discuter l’apparition de l’effet Hall quantique fractionnaire dans le condensat
3On a de´duit ϕ en faisant une transformation unitaire sur ψ. Il apparaˆıt alors que ρ = ψ†ψ = ϕ∗ϕ.
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de Bose. Le condensat de Bose est un e´tat superfluide de bosons charge´, il se comporte donc
comme la phase supraconductrice d’un me´tal, qui peut eˆtre conside´re´e un condensat de Bose de
paires de Cooper. La spe´cificite´ de la supraconductivite´ est l’apparition d’un courant permanent
et de l’effet Meissner. On peut donc s’attendre a` observer ces effets dans notre syste`me de
bosons composites. Le courant permanent signifie qu’il n’y a pas de chute de tension le long
de la direction du courant ; il correspond donc a` la re´sistivite´ diagonale nulle de l’effet Hall
quantique fractionnaire. Les bosons composites ont non seulement une charge mais e´galement
des tubes de flux fictifs qui leur sont attache´s. Le flux de ces tubes cre´e une diffe´rence de potentiel
e´lectrique le long de la direction perpendiculaire a` ce flux, par effet inductif. C’est cela qui donne
naissance a` l’effet Hall. Calculons la re´sistance de Hall dans ce formalisme. La densite´ des bosons
composites ne et leur charge qe, sont les meˆmes que celles des e´lectrons initiaux. Si on conside`re
la vitesse moyenne des bosons v, la densite´ de courant est alors
i = neqev (5.18)
et le flux fictif s’e´coule avec la meˆme vitesse. Calculons la force e´lectromotrice induite par ce
flux, en plac¸ant un fil fictif perpendiculaire au courant et en de´terminant la force subie par une
charge dans le fil. Dans un syste`me de coordonne´es lie´ a` un repe`re mobile a` la vitesse v, le fil se
de´place a` une vitesse −v. Une charge dans ce fil en mouvement subit la force de Lorentz due au
flux fictif, qui est statique dans le repe`re choisit. Cette force de Lorentz donne lieu a` une force
e´lectromotrice induite et le champ e´lectrique induit est
E = −v ×Bφ (5.19)
Ici, le champ magne´tique Bφ est le champ moyen duˆ au flux fictif et est donne´ par
Bφ = −neqφ0z (5.20)
En remplac¸ant ces deux termes dans ( 5.18), et on obtient
E = q
h
q2e
i× z (5.21)
Ce re´sultat donne la conductivite´ de Hall correcte
σxy = −1
q
q2e
h
(5.22)
Enfin, l’incompressibilite´ du fluide de Hall est la conse´quence de l’effet Meissner. Cet effet est
le phe´nome`ne par lequel le champ magne´tique est expulse´ du superfluide. Dans notre syste`me,
un fort champ magne´tique est applique´, mais dans l’approximation du champ moyen, ce champ
exte´rieur est exactement annule´ par les tubes de flux. Le champ moyen des tubes de flux est
proportionnel a` la densite´ de particules, donc un changement de la densite´ correspond a` l’ap-
parition d’un champ magne´tique dans le syste`me. Or l’effet Meissner garantit qu’il n’y a aucun
champ magne´tique dans le fluide donc la densite´ des particules est toujours constante et la com-
pressibilite´ est nulle. Quand un champ magne´tique est rajoute´ au syste`me, il intervient comme
un flux quantifie´ c’est a` dire un vortex. Ces vortex correspondent aux quasi-particules de l’effet
Hall fractionnaire.
Nous pouvons maintenant utiliser la fonction de partition (5.15), pour obtenir une action
effective pour les excitations de basse e´nergie du syste`me. Il suffit pour cela de conside´rer la
valeur minimale de l’action et de regarder les petites fluctuation autour de cette action effective.
Cette me´thode du col revient a` de´terminer en premier lieu les solutions classiques de l’action S,
en appliquant les lois d’Euler-Lagrange.
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5.1.5 Equations du mouvement
Il est commode d’utiliser la de´composition polaire du champ bosonique
ϕ =
√
ρeiθ (5.23)
en introduisant le champ de densite´ e´lectronique ρ et le champ de phase θ. A partir d’ici, θ
de´signe donc un champ qui n’est pas imme´diatement relie´ aux phases statistique et de Berry. Le
champ de vitesses apparaˆıt alors naturellement avec i = x, y
vi =
h¯
m
∂iθ − qe
m
(ai +Ai) (5.24)
Ces nouveaux champs permettent de re´exprimer le Lagrangien. En effet, le premier terme de
(5.17) se transforme simplement en
ρ∂tθ − i
2
∂tρ− qe(a0 +A0) (5.25)
Le second terme fait intervenir la de´rive´e covariante D = ∇− i qeh¯ (a + A) et se transforme en
− h¯
2
2m
ϕ∗D2ϕ = − h¯
2
2m
{√
ρ4√ρ− ρ(∇θ − qe
h¯
(a + A))2 + i4θρ
(5.26)
+2i
√
ρ∇√ρ.∇θ − iqe
h¯
(a + A)∇ρ− i qe
h¯
ρ∇(a + A)
}
Apre`s e´limination des termes topologiques et regroupement des termes
− h¯
2
2m
ϕ∗D2ϕ =
h¯2
2m
(∇√ρ)2 + mρ
2
v2 (5.27)
Le Lagrangien total devient alors
LTot = ρ∂tθ − i
2
∂tρ+ qe(a0 +A0)ρ+
h¯2
2m
(∇√ρ)2
(5.28)
+
mρ
2
v2 +
qeρ
2B
εijkai∂jak + ρU +
∫
ρ(r)Vc(r− r′)ρ(r′)d2r′
U est simplement un potentiel e´lectrostatique exte´rieur qui correspond au potentiel de confine-
ment de l’e´chantillon, par exemple. Il est facile d’obtenir le syste`me d’e´quations d’Euler-Lagrange
pour les champs ρ, θ, a0 et ai
4
∂tθ = −12mv2 + h¯
2
2m
4√ρ√
ρ
− qe(a0 +A0)− U(r)−
∫
Vc(r− r′)ρ(r′)d2r′
∂tρ = −h¯∇(ρv)
ρ− ρ = −mρqeBε
ij∂ivj
εijρvj = − ρ2B (
m
qe
∂tvi − h¯qe∂t∇iθ − ∂ia0)
(5.29)
Ces e´quations aux de´rive´es partielles constituent la forme hydrodynamique des e´quations de
champ moyen de Chern-Simons. Nous les utiliserons pour de´crire l’interaction de deux fluides
de Hall fractionnaires. Conside´rons maintenant la ge´ome´trie de la jonction e´tendue.
4Pour la troisie`me e´quation, nous avons utilise´ la relation 5.24 et le fait que εij∂iAj = B.
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5.2 Jonction e´tendue sans effet tunnel
On conside`re une jonction e´tendue entre deux fluides de Hall (cf Fig. 5.3). Nous nous plac¸ons
dans la situation ou` la barrie`re de potentiel est suffisamment haute pour que l’effet tunnel soit
ne´gligeable. On suppose en revanche que sa constante die´lectrique permet les interactions a`
travers la barrie`re. Cette constante peut eˆtre diffe´rente de celle des deux 2-DEG et le pre´facteur
de l’interaction coulombienne est diffe´rent suivant que l’on conside`re l’interaction d’un fluide de
Hall sur lui-meˆme ou sur l’autre. Nous savons que les e´tats de bord de chiralite´s oppose´es qui
circulent le long de la jonction sont me´lange´s par l’interaction inter-canaux. On se place dans
le cas ou` les fluides de Hall sont a` remplissage magiques identiques ν = 1/(2n + 1). L’approche
naturelle d’un tel proble`me est le traitement par bosonisation .
L
2
L
2
d
1
2
3
4
B
x
1
2 4
3
Fig. 5.3 – Deux 2-DEG se´pare´s par une jonction e´tendue, en pre´sence d’un champ magne´-
tique. Les interactions a` travers la barrie`re conduisent a` un me´lange des e´tats de bord contre-
propageants.
5.3 Traitement par bosonisation
Comme nous l’avons de´ja` vu, l’approche naturelle pour traiter le proble`me de la barrie`re
e´tendue en re´gime d’effet Hall fractionnaire magique est la bosonisation de l’Hamiltonien. On
suppose que le gaz bidimensionnel est comple`tement polarise´ de spin, et que le champ magne´tique
applique´ conduit a` un facteur de remplissage de ν = 1/(2n + 1) du plus bas niveau de Landau.
Un seul bord a` ce facteur de remplissage peut eˆtre de´crit par un unique boson chiral [77]. Lorsque
la jonction est infiniment longue, l’invariance par translation assure la conservation du moment
et on peut utiliser le moment conserve´ pour indicer les e´tats e´lectroniques, comme on l’a de´ja` vu.
En l’absence d’effet tunnel, seules les interactions couplent les modes de bord contre-propageant.
L’Hamiltonien pour les modes de´couple´s est alors :
Hkin =
∑
k>0
(
2piv
q2eν
) [ρL(k)ρL(−k) + ρR(k)ρR(−k)] . (5.30)
Ici, v est la vitesse des modes de bord et les ope´rateurs ρL/R(k) sont les densite´s e´lectroniques
de chaque cote´ de la barrie`re. On prend maintenant en compte les interactions coulombiennes
en rajoutant une contribution intra-canaux et inter-canaux, V˜1(k) et V˜2(k) respectivement [24].
Cela conduit a` l’Hamiltonien :
Htot =
∑
k>0
(
2piv
q2eν
+V˜1(k)) [ρL(k)ρL(−k) + ρR(k)ρR(−k)]+
∑
k>0
V˜2(k)(ρL(k)ρR(−k)+ρR(k)ρL(−k)).
(5.31)
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Comme les modes droits et gauches sont couple´s, une transformation de Bogolyubov diagonalise
cette forme quadratique :
ρ˜L(k) = cosh θkρL(k) + sinh θkρR(k),
ρ˜R(k) = cosh θkρR(k) + sinh θkρL(k), (5.32)
avec :
tanh 2θk =
V˜2(k)
2piv/(q2eν) + V˜1(k)
. (5.33)
Le proble`me initial devient alors celui d’un boson unique :
2pi
q2eν
∑
k>0
vk [ρ˜L(k)ρ˜L(−k) + ρ˜R(k)ρ˜R(−k)] , (5.34)
avec la vitesse des modes couple´s de´pendant de k :
v2k = (v +
q2eν
2pi
V˜1(k))
2 − (q
2
eν
2pi
V˜2(k))
2. (5.35)
Il apparaˆıt alors clairement qu’il peut se produire une instabilite´ si l’interaction inter-canaux V2
est suffisamment intense. Si on conside`re par exemple, une forme d’interaction coulombienne a`
longue distance
Vi(y − y′) = q
2
e
εi
1√
(y − y′)2 + d2i
(5.36)
avec i = 1, 2 , ε1 la constante die´lectrique relative des deux 2-DEG suppose´s identiques et ε2 celle
de la barrie`re. Afin d’e´viter une divergence UV de l’interaction, d1 est un cut-off microscopique
du 2-DEG et d2 = d est la largeur de la barrie`re. Les transforme´es de Fourier de ce type
d’interaction ont une forme connue
V˜i(k) ∝ K0(kdi) (5.37)
avec K0 la fonction de Bessel modifie´e. Dans la limite de basse e´nergie k → 0,
V˜i(k) ∼ − ln(|k|di) (5.38)
Si on construit la barrie`re avec un mate´riau tel que ε2 < ε1
5, on obtient le comportement
asymptotique
(
q2eν
2pi
V˜2(k))
2  (v + q
2
eν
2pi
V˜1(k))
2 (5.39)
Dans cette limite, la vitesse des excitations devient imaginaire. L’apparition de fre´quences ima-
ginaires dans la relation de dispersion traduit la pre´sence d’une instabilite´. Pour le syste`me des
canaux de bords couple´s par cette interaction, le fondamental autour duquel on regarde le spectre
de basse e´nergie n’est pas le fondamental correct. Cela signifie que la the´orie des χLL n’est pas
valable dans cette situation. En effet, la technique de bosonisation revient a` tronquer certains
ope´rateurs de la the´orie initiale comme on l’a vu a` la section 5.31, ce qui conduit a` l’instabilite´.
Ces ope´rateurs ne sont pas tous ne´gligeables dans la situation pre´sente, et contribuent a` la de´ter-
mination exacte du fondamental du syste`me. Cet effet ne se produit bien suˆr pas dans les barres
de Hall usuelles ou` ce type d’interaction coulombienne a lieu entre les modes droits et gauches a`
travers le fluide de Hall6 : cette situation a` e´te´ e´tudie´ en de´tails par Zu¨licke et MacDonald [80].
Ce n’est pas la cas dans notre jonction e´tendue et tout le traitement pre´ce´dent est mis en de´faut
car la forme quadratique obtenue par bosonisation n’est plus de´finie positive. Nous devons donc
proce´der a` une analyse microscopique plus fine pour trouver le vrai fondamental du syste`me.
5Avec ε1 = εGaAs = 11.7, il suffit de choisir un mate´riau de ε2 ≈ 1 pour eˆtre tre`s largement dans le re´gime
souhaite´. Une barrie`re en vide ou en air convient parfaitement.
6On a alors e´videmment ε1 = ε2, et l’instabilite´ n’apparaˆıt jamais.
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5.4 Equations de Chern-Simons pour la jonction e´tendue
Pour de´terminer le fondamental de la jonction e´tendue, nous utilisons la the´orie de champ
moyen de Chern-Simons [81]. Ce champ moyen rend compte des caracte´ristiques essentielles
des fluides de Hall incompressibles aux remplissages ν = 1/(2n + 1). Orgad and Levit [79] ont
montre´ que graˆce a` cette the´orie, il est possible de de´crire correctement le couplage des modes
de bord par les interactions a` travers une barre de Hall. C’est pre´cise´ment ce couplage qui
conduit a` une instabilite´ lors du traitement par la me´thode de bosonisation comme on l’a vu
pre´ce´demment. Nous suivrons la meˆme approche pour traiter la ge´ome´trie de la jonction e´tendue.
Chaque fermion est remplace´ par un boson attache´ a` 2n+1 quanta de flux via le champ de jauge
de Chern-Simons. L’e´tat fondamental incompressible a` ν−1 = 2n+ 1 est alors un condensat de
Bose de ces bosons fictifs. Il y a donc deux fluides de Hall distincts parame´tre´s par ϕa =
√
ρae
iθa ,
a = l, r de chaque cote´ de la jonction, avec ϕa les ope´rateurs d’annihilation bosoniques. Nous
utilisons les unite´s h¯ = c = 1. Il est e´galement pratique d’utiliser des grandeurs adimensionne´es
en mesurant les longueurs en unite´ de longueur magne´tique ` = 1/
√|qe|B, le temps en inverse
de la pulsation cyclotron ωc = |qe|B/m, les e´nergies en unite´ de ωc 7
Nous nous inte´ressons a` la situation syme´trique ou` les deux fluides de Hall ont la meˆme
densite´, il est alors commode de mesurer la densite´ de´pendant de la position en unite´ de sa
valeur dans le volume ρvol = ν/(2pi) = ρ. En plus des champs de bosons ϕa, la the´orie de Chern-
Simons requiert l’introduction de deux champs de jauges statistiques a` deux dimensions spatiales
aa et une dimension temporelle a0a. Le champ magne´tique exte´rieur est applique´ suivant l’axe
z : ∇×A = Bẑ. Les champs de vitesse sont de´finis par :
va = ∇θa + aa + Aa. (5.40)
Les e´quations de champ moyen donnent des relations locales, valables se´pare´ment des deux
coˆte´s la barrie`re. Ce sont les e´quations lie´es aux tubes de flux attache´s :
∇× aa = −ρa. (5.41)
Il y a e´galement des relations entre les champ e´lectriques de Chern-Simons et les courants, qui
peuvent s’e´crire en fonction des vitesses et des phases :
∂t∇θa − ∂tva −∇a0a = ρava × ẑ. (5.42)
Finalement, la partie e´lectrostatique du proble`me est contenue dans les e´quations du mouvement
pour les phases θa :
∂tθa = −1
2
v2a +
1
2
∂2i
√
ρa√
ρa
+ a0a − V (x)− ρa − ν
2pi
∫ ∑
b
Vab(r− r′)(ρb(r′)− 1)d2r′. (5.43)
Cette dernie`re e´quation contient U(x) qui est le potentiel a` un corps du a` la barrie`re entre les
deux cote´s de la jonction. Comme cette jonction est oriente´e suivant la direction y, ce potentiel
de´pend juste de x. On conside`re simplement U comme e´tant infini dans la barrie`re et nul ailleurs.
Nous avons e´galement ajoute´ un potentiel d’interaction re´pulsif δ qui est usuellement ajoute´ pour
assurer que les bosons sont a` coeur durs, ce qui conduit au coefficient ρa. Finalement le couplage
entre les deux liquides de Hall apparaˆıt uniquement via l’interaction e´lectrostatique a` travers
la barrie`re. Cela est de´crit par les coefficients d’interaction hors-diagonaux Vrl = Vlr. Nous ne
prenons pas en compte l’effet tunnel et ce terme est le seul par lequel les deux gouttelettes de
7On obtient alors les conversions suivantes ∂x → ∂xl−1, ∂t → ∂tωc, r→ rl, v → vlωc et −qea0 → mlωca0. On
a toujours ωc = −qeB/m.
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Hall communiquent. L’interaction coulombienne a` l’inte´rieur de chaque gouttelette est donne´e
par :
Vrr = Vll =
1
h¯ωc
q2e
ε`
1
| r− r′ | (5.44)
avec ε = ε1 la constante die´lectrique identique pour chaque fluide. La force des interactions
peut eˆtre caracte´rise´e par la constante λc = q
2
e/(ε`h¯ωc) qui est faible quand on est dans les
conditions de l’effet Hall quantique fractionnaire, i.e. quand les interactions me´langent faiblement
les niveaux de Landau. Il est e´vident que l’interaction a` travers la barrie`re n’est pas si simple
si on conside`re le cas d’une constante die´lectrique de la barrie`re ε2 = ε
′ diffe´rente de celle des
fluides ε′ 6= ε. La description pre´cise du potentiel d’interaction de´pend la ge´ome´trie exacte de
l’e´chantillon. Nous ne re´aliserons pas ici une mode´lisation d’un e´chantillon pre´cis et nous essayons
juste de mettre en e´vidence le comportement du syste`me en pre´sence d’une instabilite´ comme
nous l’avons de´ja` vu. Pour cela, nous utilisons le meˆme potentiel de Coulomb qu’a` l’eq.(5.44)
avec une pre´-constante globale diffe´rente. L’interaction a` travers la barrie`re est alors :
Vrl = Vlr =
1
h¯ωc
q2e
ε′`
1
| r− r′ | = λac
1
| r− r′ | (5.45)
avec la constante λac = q
2
e/(ε
′`h¯ωc). Cette approximation est cre´dible quand on conside`re des
e´tats e´lectroniques des bords de la jonction e´tendue. Ils interagissent directement a` travers la
barrie`re avec une interaction dont la forme est tre`s proche de Vrl i.e. il n’y pratiquement pas de
contribution supple´mentaire venant des fluides avec une constante die´lectrique diffe´rente ε.
Nous pouvons re´e´crire ce syste`me d’e´quation sous la forme plus compacte :
1− ρ = εij∂ivj
∂t∂iθ − ∂tvi − ∂ia0 = εijρvj
∂tρ = −∂i(ρv)
∂tθ = −12v2i + 12
∂2i
√
ρ√
ρ
+ a0 − U(r)− ν2pi
∫
V (r− r′)ρ(r′)d2r′
(5.46)
Nous recherchons maintenant des solutions aux e´quations de champ moyen, avec invariance
par translation le long de la barrie`re ; toutes les quantite´s sont donc des fonctions de x unique-
ment. De meˆme, la vitesse suivant la direction x est nulle (vx = 0). Cela permet de simplifier
l’inte´grale de Coulomb dans (5.43) en inte´grant suivant la coordonne´e y.∫
d2r′
1
| r− r′ | (ρa(r
′)− 1) ' −2 lnL(
∫
dx′(ρa(x′)− 1))− 2
∫
dx′ ln |x− x′|(ρa(x′)− 1). (5.47)
Nous avons suppose´ ici que la longueur de la barrie`re L suivant y, est bien plus grande que
la largeur de la zone ou` la densite´ e´lectronique est diffe´rente de celle du volume. Nous ve´rifie-
rons que le phe´nome`ne que l’on cherche a` de´crire se passe effectivement sur quelques longueurs
magne´tiques.
Pour re´soudre ces e´quations de champ moyen, on se place d’abord dans la jauge de Landau
A = (0, Bx) et aa = (0, aya). Avec ce choix de jauge, les angles θa sont contraints d’eˆtre des
fonctions line´aires de la coordonne´e y comme du temps : θa = −µat−xay. Pour une valeur donne´e
de xa, on impose la condition que la densite´ tende vers sa valeur uniforme dans le volume du
fluide quand on s’e´loigne de la barrie`re. Cette contrainte assure que les solutions classiques que
l’on va obtenir des e´quations de Chern-Simons concernent bien les bords de la barrie`re. En effet,
la the´orie de Chern-Simons de´crivant l’ensemble des deux fluides de Hall couple´s a` travers une
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barrie`re abrupte de potentiel infini, les solutions obtenues sans cette contrainte pourraient eˆtre
relatives a` des e´tats du volume. Cela fixe e´galement la valeur du potentiel chimique µa. Pour
une barrie`re avec un seul bord, la quantite´ correspondante x0 peut eˆtre vue comme la charge
en exce`s par unite´ de longueur le long du bord[79, 83]. Cette proprie´te´ est encore vraie dans le
cas d’une jonction e´tendue : l’indice l renvoie au cote´ gauche x < 0 et r a` x > 0. En utilisant
l’e´quation de flux (5.41), on trouve∫ 0
−∞
dx′(ρlx′)− 1) = +xl and
∫ +∞
0
dx′(ρr(x′)− 1) = −xr. (5.48)
Nous nous sommes place´s dans le cas ou` la charge en exce`s est syme´trique avec xl = −xr. Cela
signifie que le syste`me non perturbe´ (sans interaction a` travers la barrie`re) a le meˆme remplissage
que les deux cote´s se´pare´ment. Les solutions que l’on va obtenir sont donc une famille de solutions
a` un seul parame`tre X = −xr = +xl.
Si les inte´grales de Coulomb sont e´value´es comme dans Eq.(5.47), les termes constants
conduisent a` une renormalisation des potentiels chimiques par une constante additive en lnL.
Il apparaˆıt alors naturel d’introduire les potentiels chimiques de´cale´s a` partir desquels nous
exprimerons tous les re´sultats :
µ˜r,l = µr,l + 2(λc + λac)X lnL (5.49)
Le syste`me d’e´quations a` re´soudre se simplifie en deux sous-syste`mes de´finis sur les deux demi-
droites x > 0 : 
∂xvyr(x) = 1− ρr(x)
∂xa0r(x) = ρr(x)vyr(x)
∂tρr(x) = −∂x(ρr(x)vyr(x))
µ˜r =
1
2v
2
yr(x)− 12
∂2x
√
ρr√
ρr
− a0r(x) + ρr(x)
−2λc
∫∞
0 (ρr(x
′)− 1) ln |x− x′|dx′
−2λac
∫ 0
−∞(ρl(x
′)− 1) ln |x− x′|dx′
(5.50)
et x < 0 : 
∂xvyl(x) = 1− ρl(x)
∂xa0l(x) = ρl(x)vyl(x)
∂tρl(x) = −∂x(ρl(x)vyl(x))
µ˜l =
1
2v
2
yl(x)− 12
∂2x
√
ρl√
ρl
− a0l(x) + ρl(x)
−2λc
∫ 0
−∞(ρl(x
′)− 1) ln |x− x′|dx′
−2λac
∫∞
0 (ρr(x
′)− 1) ln |x− x′|dx′
(5.51)
Les deux syste`mes d’e´quations ne sont couple´s que par le terme inte´gral proportionnel a` λac
dans la dernie`re e´quation.
5.5 Profil de densite´ des bords
Nous avons re´solu nume´riquement le syste`me d’e´quations pre´ce´dent pour les quantite´s ρa,
vya et a0a. Avec l’expression particulie`re des phases θa, les e´quations (5.50,5.51) peuvent eˆtre
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conside´re´es comme un proble`me aux valeurs propres non-line´aire en ρa (vecteur propre) et µ˜1,2
(valeur propre). Pour cela, nous avons ramene´ la re´solution du syste`me d’e´quation aux de´rive´es
partielles couple´es (5.50,5.51) a` un proble`me aux valeurs propres sur ρa en injectant les deux
premie`res e´quations de (5.50,5.51)dans la quatrie`me. La troisie`me e´quation est nulle en re´gime
permanent et on peut re´e´crire le proble`me initial sous la forme
µ˜aρa = Ha(ρr, ρl) (5.52)
Ha(ρr, ρl) est un ope´rateur non-local et non-line´aire en ρr et ρl qui s’interpre`te comme un
Hamiltonien. Pour trouver les fonctions ρr et ρl qui ve´rifient ces deux e´quations aux valeurs
propres, nous avons utilise´ la me´thode de relaxation (un ansatz dicte´ par la syme´trie vxa = 0).
Cette me´thode part d’une fonction test ρ0,a pour chacun des bords. On la normalise en utilisant∫W
0 ρ0,r(x)dx = W −xr pour ρ0,r et une e´quation e´quivalente pour ρ0,l. On e´value ensuite a0a et
vya, a` partir des deux premie`res e´quations de (5.50,5.51). On calcule enfin Ha(ρ0r, ρ0l). Si ρ0r est
fonction propre de Hr(ρ0r, ρ0l), on aura automatiquement µ˜r
∫W
0 ρ0r(x)dx =
∫W
0 Hr(ρ0r, ρ0l)dx.
La quantite´ µ˜0r =
∫W
0 Hr(ρ0r, ρ0l)dx/(W − xr) est donc forcement supe´rieure a` Hr(ρ0r, ρ0l) et
on incre´mente l’algorithme en de´finissant une nouvelle fonction d’essai
ρ1,r = ρ0,re
−dt(µ˜0r−Hr(ρ0r ,ρ0l)) (5.53)
.
Nous avons re´alise´ deux programmes identiques en Matlab ainsi qu’en C/C++ afin d’imple´-
menter cette me´thode. Les quantite´s µ˜1,2 sont de´termine´es une fois que l’on a fixe´ les parame`tres
λc, λac et X. Notre re´sultat principal est que lorsque les interactions a` travers la barrie`re sont
suffisamment fortes, il apparaˆıt une bifurcation dans les solutions de champ moyen et nous
obtenons des solutions asyme´triques pour des valeurs de µ˜r et µ˜l diffe´rentes (cf Fig.5.4).
Fig. 5.4 – Potentiels chimiques de deux bords en fonction de λac avec λc = 0.03. La bifurcation
des courbes traduit l’apparition de la disyme´trie.
Pour ces valeurs des potentiels chimiques, nous avons obtenu les densite´s ρr et ρl en fonction
du parame`tre X, des constantes de couplages λc et λac. Quand λac est faible nous obtenons
des profils de densite´ syme´triques par rapport a` la barrie`re qui ressemblent beaucoup a` ce que
l’on trouve pour un bord unique le long d’une barrie`re. L’interaction intra-canaux ne fait que
renormaliser le profil de densite´ des bords. Un exemple typique est repre´sente´ a` la Fig.( 5.5).
Ces profils de densite´ ont de´ja` e´te´ e´tudie´s [79, 83] dans le cas d’un bord unique. Il apparaˆıt un
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exce`s de densite´ e´lectronique le long du bord uniquement quand la coordonne´e X est ne´gative
et suffisamment grande. A la Fig.( 5.5) nous avons repre´sente´ les solutions correspondants aux
parame`tres X = −1, λc = 0.03 et λac = 2.
Fig. 5.5 – Profil de densite´ pour une jonction e´tendue en supposant la couplage λac = 2, en
fonction de la position x par rapport a` la barrie`re. Le parame`tre de charge en exce`s est X = −1.
5.6 Vitesses des modes de bord
Comme nous e´tudions le cas d’un simple fluide de Hall au remplissage ν = 1/(2n + 1), il
existe un mode de propagation chiral a` chaque bord de la jonction quand il n’y a pas de couplage
entre les deux fluides. Lorsque nous sommes dans la situation de brisure de syme´trie mentionne´e
plus haut, il est naturel de se demander ce que deviennent ces excitations. Pour e´tudier ces
modes qui se propagent le long des canaux de bord reconstruits, nous utilisons la me´thode RPA
en line´arisant les e´quations du mouvement obtenues pre´ce´demment. Si on conside`re les petites
de´viations par rapport a` l’e´quilibre δρa, δa0a, δaa, δva et δθa, nous obtenons le syste`me couple´
suivant :
∇× δaa = −δρa. (5.54)
∂t∇δθa − ∂tδva −∇δa0a = δρava × ẑ + ρaδva × ẑ. (5.55)
∂tδθa = −vyaδvya+F (ρa)+ 1
4
∂2i (δρa/
√
ρa)√
ρa
+δa0a−δρa− ν
2pi
∫ ∑
b
Vab(r−r′)δρb(r′)d2r′, (5.56)
avec F (ρ) = −(∂2i
√
ρ)/(4ρ3/2). Pour trouver une solution de ces e´quations RPA, on peut remar-
quer que la de´rive´e des e´quations de champ moyen (eqs. 5.50, 5.51) par rapport a` un parame`tre
exte´rieur comme xr ou xl est formellement analogue aux RPA pre´ce´dentes. Nous allons donc
utiliser un ansatz avec une de´pendance harmonique en le temps dans la propagation le long de
la barrie`re et dont la de´pendance en x est choisie de la manie`re suivante pour le coˆte´ x > 0 :
δρr(x, y) = ∂xrρr(x) cos(ky − ωt),
δvyr(x, y) = ∂xrvyr(x) cos(ky − ωt),
δa0r(x, y) = ∂xra0r(x) cos(ky − ωt),
δθr(y) = − 1k sin(ky − ωt),
(5.57)
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et pour le coˆte´ x < 0 : 
δρl(x, y) = ∂xlρl(x) cos(k
′y − ωt),
δvyl(x, y) = ∂xlvyl(x) cos(k
′y − ωt),
δa0l(x, y) = ∂xla0l(x) cos(k
′y − ωt),
δθl(y) = − 1k sin(k′y − ωt).
(5.58)
Dans ces solutions d’essai, les fonctions ρa, a0a, vya sont solutions des e´quations de champ moyen.
Nous choisissons les fonctions d’essais de´finies en tout point du syste`me comme 8
δρ(x, y) = αδρr(x, y)Θ(x) + βδρl(x, y)Θ(−x),
δvy(x, y) = αδvyr(x, y)Θ(x) + βδvyl(x, y)Θ(−x),
δa0(x, y) = αδa0r(x, y)Θ(x) + βδa0l(x, y)Θ(−x),
δθ(x, y) = αδθr(y)Θ(x) + βδθl(y)Θ(−x),
(5.59)
En effet
∂x1(δvy1) = ∂x1(∂xvy1(x)) cos(ky − ωt)
= ∂x1(1− ρ(x)) cos(ky − ωt) (5.60)
= −δρ1(x)
En proce´dant de la meˆme manie`re pour δvy2 a` x < 0, on montre que δvy2 = ∂x2vy2(x) cos(k
′y−ωt)
satisfait l’equation correspondante.
De plus,
∂t(∂xθ)− ∂t(0)− ∂x1(∂xa0(x)) cos(ky − ωt) = vy1(x)∂x2ρ(x) cos(ky − ωt) + ρ(x)∂x1vy(x) cos(ky − ωt)
(5.61)
⇔ ∂x1(−∂xa0(x)) = ∂vy1ρ(x)
On proce`de de meˆme pour x < 0 et on constate que
Enfin, en remarquant que ∫ ∞
0
cos(xy)√
x2 + a2
dx = K0(ay) (5.62)
pour Re(a) > 0 on calcule facilement lorsque L→∞∫ L/2
−L/2
cos(ky′ − ωt)√
((x− x′)2 + (y − y′)2)
dy′ → 2 cos(ky − ωt)K0(k|x− x′|) (5.63)
Ainsi, pour la dernie`re e´quation nous obtenons a` x > 0
α
ω
k
cos(ky − ωt) = −αvy(x)∂x1(vy(x)) cos(ky − ωt) + f(ρ, δρ)− α
k2∂x1ρ(x) cos(ky − ωt)
4ρ(x)
+α∂x1a0(x) cos(ky − ωt)− α∂x1ρ(x) cos(ky − ωt)−
−αλc
∫ L/2
−L/2
∫ ∞
0
cos(ky′ − ωt)√
((x− x′)2 + (y − y′)2)
∂x1ρ(x
′)dx′dy′ (5.64)
−βλac
∫ L/2
−L/2
∫ 0
−∞
cos(ky′ − ωt)√
((x− x′)2 + (y − y′)2)
∂x2ρ(x
′)dx′dy′
8Ici, la fonction Θ(x) de´signe la fonction de Heavyside qui vaut 1 si x > 0, o sinon. Elle permet de de´finir par
morceaux les solutions dans tout le plan.
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En utilisant la forme asymptotique de la fonction de Bessel modifie´e dans la limite de basse
e´nergie K0(k|x− x′|) = ln 2e
−γ
k|x− x′| , on obtient
α
ω
k
= α∂x1
{
−1
2
v2y(x) + a0(x)− ρ(x)
}
+ αf(ρ, δρ)
−2αλc
∫ ∞
0
2e−γ
k|x− x′|∂x1ρ(x
′)dx′dy′
−βλac
∫ 0
−∞
2e−γ
k|x− x′|∂x2ρ(x
′)dx′ + o(k) (5.65)
On cherche a` faire apparaˆıtre la de´rive´e de −µ˜1 par rapport a` x1, pour cela, il convient de se´parer
les terms en k et en x−x′ dans les inte´grales. Il faut e´galement rajouter et soustraire un terme de
la forme 2αλac
∫ 0
−∞ ln |x−x′|∂x1ρ(x′)dx′, puis regrouper tout les termes qui apparaissent comme
une de´rive´e de x1
α
ω
k
= α∂x1 {−µ˜1} − 2αλc
∫ ∞
0
2e−γ
|k| ∂x1ρ(x
′)dx′
−2βλac
∫ 0
−∞
2e−γ
k
∂x2ρ(x
′)dx′
+2βλac
∫ 0
−∞
ln |x− x′|∂x2)ρ(x′)dx′ (5.66)
−2αλac
∫ 0
−∞
ln |x− x′|∂x1)ρ(x′)dx′ (5.67)
De plus, on constate que∫ ∞
0
∂x1ρ(x
′)dx′ = −1 et ∫ 0−∞ ∂x2ρ(x′)dx′ = +1 (5.68)
Si on suppose que la taille de l’e´chantillon dans la direction y est de l’ordre de W , et que l’on se
place dans la limite asymptotique k W−1, on obtient alors − ln(k) ln(W ) ln |x− x′|, on
peut alors ne´gliger les deux dernie`res inte´grales par rapport a` la deuxie`me dans Et finalement
pour x > 0
α
ω
k
= α
(
− ∂µ˜
∂x1
− 2λc ln |k|
2e−γ
)
+ 2βλac ln
|k|
2e−γ
+ (5.69)
On proce`de de la meˆme manie`re pour x < 0 et on obtient :
β
ω
k
= β
(
− ∂µ˜
∂x2
+ 2λc ln
|k|
2e−γ
)
− 2αλac ln |k|
2e−γ
(5.70)
Dans le cas ou` λac = 0, les modes des deux cote´s sont de´couple´s, la situation est syme´trique
et − ∂µ˜∂x1 =
∂µ˜
∂x2
= v. Chacune de deux relations de dispersion est valable et de´crit les excitations
chirales usuelles avec les valeurs de la vitesse donne´es par les formules de bosonisation 9 Chacune
de ces excitations est localise´e d’un cote´ ou l’autre de la barrie`re. Lorsque l’on prend en compte
l’interaction a` travers la barrie`re, les solutions de la RPA doivent satisfaire les e´quations pour
9Notons que la transforme´e de Fourier ∼ − ln k dans la limite basse e´nergie.
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toutes les valeurs de x, et en particulier les relations de dispersion a` droite et a` gauche de la
barrie`re doivent eˆtre e´gales. Dans le cas dissyme´trique, les vitesses nues− ∂µ˜∂x1 = v1 et−
∂µ˜
∂x2
= −v2
10 ne sont plus forcement e´gales et l’e´galisation de relations pour x > 0 et x < 0 conduit a`(
v1 − 2λc ln |k|
2e−γ
)
+ 2
β
α
λac ln
|k|
2e−γ
= −
(
v2 − 2λc ln |k|
2e−γ
)
− 2α
β
λac ln
|k|
2e−γ
(5.71)
Cela revient a` re´soudre
2αβ
α2 + β2
=
−2λac ln |k|
v˜ − 2λc ln |k| (5.72)
ou` v˜ = v1 + v22 et ou` on a omis les termes en constantes d’Euler pour simplifier. Dans le
cas syme´trique ou` λac ≤ λc, cette relation est ve´rifie´e pour a = cosh(θk) et b = sinh(θk) ou
l’inverse, avec tanh(2θk) =
−2λac ln |k|
v − 2λc ln |k| , ce qui est l’habituelle transformation de Bogolyubov
de la bosonisation. Les relations de dispersion sont e´gales a` droite et a` gauche et prennent deux
valeurs distinctes pour les deux solutions
ω
k
=
√
(v − 2λc ln |k|)2 − (2λac ln |k|)2
(5.73)
ω
k
= −
√
(v − 2λc ln |k|)2 − (2λac ln |k|)2
Dans le cas ou` λac > λc, la technique pre´ce´dente n’est plus adapte´e car on voit aise´ment que la
meˆme transformation conduit a` tanh(2θk) > 1, ce qui correspond a` une relation de dispersion
avec composantes imaginaires.
5.7 Reconstruction dissyme´trique des bords
Lorsque l’on conside`re des re´gimes de fortes interactions a` travers la barrie`re, nous observons
une distribution de charge asyme´trique des solutions des e´quations de Chern-Simons en champ
moyen. Il y a bien sur deux solutions syme´triques l’une de l’autre a` travers la barrie`re mais
les fluctuations quantiques du syste`me en se´lectionne une particulie`re. Nume´riquement nous
avons le´ge`rement perturbe´ la situation syme´trique pour engendrer cette brisure spontane´e de
syme´trie. Avec notre choix d’interactions, cette brisure de syme´trie apparaˆıt a` partir d’une valeur
λac ' 4.5 qui est essentiellement inde´pendante de la charge en exce`s X dans la gamme e´tudie´e
−2 < X < +2. La distribution de charge a maintenant une forme complexe comme on le voit a`
la Fig.(5.6). De meˆme, la distribution de courant acquiert une forme dissyme´trique indique´e en
pointille´s sur ces figures (cf Fig. 5.7, 5.8).
On constate qu’il apparaˆıt une bifurcation dans les solutions de champ moyen et nous obte-
nons des solutions asyme´triques pour des valeurs de µ˜r et µ˜l diffe´rentes (cf Fig.5.4). Toutefois,
contrairement a` ce qui est pre´dit par les relations de dispersion, la bifurcation que l’on met en
e´vidence n’apparaˆıt que pour des valeurs de λac ∼ 100λc. Il existe donc toute une gamme de
valeurs de λac ≥ λc, telles que la relation de dispersion est instable. Lorsque 100λc ≥ λac ≥ λc,
la technique de de´termination du fondamental par la the´orie de Chern-Simons n’est pas a` meˆme
de determiner la vrai nature de l’instabilite´. Ce point est actuellement en cours d’e´tude.
10v2 > 0
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Fig. 5.6 – Profil de densite´ pour une jonction e´tendue en supposant le couplage fort λac = 6,en
fonction de la position x par rapport a` la barrie`re. Le parame`tre de charge en exce`s est X = −1.
Fig. 5.7 – Deux profils de densite´ dissyme´triques pour X = −1 (traits pleins) et X = +1 traits
pointille´s, en fonction de la position x par rapport a` la barrie`re.
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Fig. 5.8 – Deux profils de courants dissyme´triques pour X = −1 (traits pleins) et X = +1 traits
pointille´s, en fonction de la position x par rapport a` la barrie`re.
5.8 Conclusion
Nous avons donc utilise´ la the´orie de champ moyen de Chern-Simons pour la jonction e´tendue
afin de de´terminer les profils de densite´ e´lectronique des bords en fonction de la charge en exce`s
et de la force des interactions. Nous avons produit les excitations et la relation de dispersion du
syste`me par la me´thode RPA. Nous avons de´montre´ qu’en pre´sence d’une interaction inter-edge
suffisamment forte, la relation de dsipersion obtenue par cette technique autant que l’approche
naturelle de bosonisation du proble`me de deux fluides de Hall couple´s a` remplissage identiques
ν = 1/(2n + 1) est mise en de´faut. Il apparaˆıt une instabilite´ lorsque l’interaction inter-canaux
est suffisamment forte. Nous avons mis en e´vidence, lorsque l’interaction est suffisamment forte,
la reconstruction dissyme´trique des bords par rapport a` la barrie`re. La distribution de charge
n’est plus syme´trique par rapport a` la barrie`re. Nous n’avons pas encore de´termine´ la nature des
excitations autour de ce nouveau fondamental. Nous n’avons pas re´solu la nature du fondamental
pour la gamme de valeur du parame`tre 100λc ≥ λac ≥ λc. Ces deux point sont en cours d’e´tude.
Ils emble raisonnable de penser que l’abandon de l’hypothe`se d’invariance par translation le long
de la jonction permettra de les re´soudre.
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Chapitre 6
Conclusion.
Dans ce me´moire, nous avons pre´sente´ quelques travaux sur de nouveaux effets me´soscopiques
de la physique des canaux de bord de l’effet Hall fractionnaire. Dans ce domaine tre`s actif tant du
point de vue expe´rimental que the´orique, nous avons axe´ notre travail the´orique sur l’exploitation
expe´rimentale de nos re´sultats. Les travaux que nous avons re´alise´ sont en effet motive´s soit
par des expe´riences de´ja` re´alise´es, soit par des expe´riences a` venir avec des structures riches de
phe´nome`nes nouveaux. Au remplissage magique de Laughlin ν = 1/(2m+1), nous avons rappele´
au chapitre II que les canaux de bords sont habituellement de´crits par la the´orie des liquides
de Luttinger chiraux. Aux chapitres III et IV, nous avons e´tudie´ les proprie´te´s de transport
tunnel de nouvelles structures me´soscopiques : les jonctions tunnel e´tendues. Au chapitre V,
nous avons montre´ que dans ces structures, les interactions peuvent conduire a` une dramatique
reconstruction dissyme´trique des canaux de bords, invalidant la the´orie de Luttinger dans son
acceptation usuelle.
Au chapitre III, nous avons de´taille´ l’e´tude du transport tunnel dans une jonction quantique
e´tendue se´parant deux fluides de Hall a` remplissage ν = 1/m identiques, et ou` les interactions
coulombiennes a` longue distance sont pre´sentes. Nous avons re´alise´ un calcul perturbatif du
courant et du bruit tunnel a` tempe´rature finie, base´ sur la the´orie des liquides de Luttinger
chiraux et de la bosonisation. Nous avons obtenu la valeur du courant tunnel et du bruit en
fonction de la diffe´rence de potentiel applique´e, du facteur de remplissage, de le longueur de la
barrie`re et de la tempe´rature. Nous avons mis en e´vidence, outre les non-line´arite´s typiques du
transport dans les liquides de Luttinger, des effets de seuil et des oscillations lie´s au caracte`re
e´tendu de la jonction. Ces re´sultats viennent comple´ter une longue liste de travaux the´oriques,
en fournissant un cadre plus complet prenant en compte la longueur, la tempe´rature, la force
des interactions longue distance et le remplissage. Nous pouvons envisager de poursuivre l’e´tude
de cette structure en nous inte´ressant aux effets du de´sordre sur le transport.
Au chapitre IV, nous avons e´tudie´ les proprie´te´s de transport tunnel d’une jonction quantique
e´tendue dans une ge´ome´trie en coin. Cette ge´ome´trie ou` deux plans e´lectroniques sont a` 90◦ l’un
de l’autre conduit a` la formation d’une jonction quantique e´tendue entre canaux de bords de
deux fluides de Hall de remplissages et de chiralite´s inde´pendants. Nous avons d’abord discute´
la relation de dispersion a` une particule de ce syste`me suivant les chiralite´s relatives des deux
bords. Dans le cas contre-propageant, nous avons calcule´ la conductance diffe´rentielle tunnel
en l’absence d’interaction et a` remplissage entier. Nous avons mis en e´vidence deux re´gimes
distincts de transport. En pre´sence d’interaction coulombienne, nous avons montre´ qu’il apparaˆıt
une transition de phase de type commensurable-incommensurable en se basant sur une analyse
du diagramme de flot du groupe de renormalisation pour ce syste`me. Dans le cas ine´dit de
canaux co-propageant, nous avons montre´ que le syste`me est de´crit par un Hamiltonien de sine-
Gordon chiral. Nous avons calcule´ perturbativement le courant tunnel entre les bords en fonction
des facteurs de remplissage distincts des deux bords, de l’interaction de Coulomb a` travers la
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jonction et de la longueur de la barrie`re. Nous avons mis en e´vidence diffe´rents re´gimes en
fonction des parame`tres pre´ce´dents. Ces re´sultats comptent parmi les premiers concernants les
jonctions e´tendues en coin et montrent l’impressionnante varie´te´ de phe´nome`nes distincts qui
apparaissent dans ces structures.
Dans le chapitre V, nous avons e´tudie´ la jonction quantique e´tendue du chapitre II dans
un re´gime d’interaction ou` l’intensite´ de l’interaction de Coulomb a` travers la jonction est plus
importante qu’a` l’inte´rieur de chaque fluide de Hall en l’absence d’effet tunnel. Nous avons alors
applique´ la the´orie de champ moyen de Chern-Simons afin de de´terminer les profils de densite´ des
bords en fonction des interactions et des l’exce`s de charge. Nous avons re´solu nume´riquement le
syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles du mouvement de Chern-Simons. Nous avons calcule´
ensuite par la me´thode RPA, les excitations e´le´mentaires des bords. La relation de dispersion
ainsi obtenue, de meˆme que la technique usuelle de bosonisation applique´e au calcul de la relation
de dispersion du syste`me, mettent en e´vidence l’apparition d’une instabilite´ lorsque l’interac-
tion inter-canaux devient plus intense que l’interaction intra-canaux. Lorsque l’interaction est
suffisamment forte, il apparaˆıt une brisure de syme´trie en fonction de l’intensite´ de l’interaction
a` travers la jonction. Les deux bords sont reconstruits de manie`re dissyme´trique par rapport
a` la barrie`re. Ce travail s’inscrit dans la the´matique de la reconstruction des canaux de bord
par les interactions en pre´sentant un effet inattendu et spectaculaire dont la signature apparaˆıt
pourtant clairement sur la formule de bosonisation usuelle. Cet effet re´aliste dans les jonctions
quantiques e´tendues est toutefois difficile a` mettre en e´vidence expe´rimentalement.
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Etude de jonctions entre canaux de bord de l’effet Hall quantique fractionnaire.
Dans cette the`se, nous traitons de l’interaction entre deux e´tats de bord dans le re´gime de
l’effet Hall fractionnaire. Nous nous sommes appuye´s sur les re´alisations expe´rimentales re´centes
de structures (les jonctions quantiques e´tendues) qui favorisent largement ces interactions.
Nous avons d’abord introduit l’effet Hall quantique en mettant l’accent sur la physique des
e´tats de bords.
Nous avons ensuite e´tudie´ le transport tunnel a` travers une jonction quantique e´tendue,
en conside´rant les bords comme des liquides de Luttinger chiraux. Nous exposons diffe´rents
re´gimes de courant en fonction de la longueur de la jonction, la force des interactions, le facteur
de remplissage et la tempe´rature. Nous calculons e´galement le bruit associe´ a` ce courant.
Nous avons ge´ne´ralise´ ces re´sultats a` une jonction en coin, dans laquelle les canaux de bord
peuvent eˆtre contre ou copropageant. Dans le cas contre-propageant, il apparaˆıt une transition
de phase commensurable-incommensurable en fonction des interactions et d’un parameˆtre sup-
ple´mentaire. Dans le cas co-propageant, nous calculons le courant tunnel en perturbation dans
un mode`le de sine-Gordon chiral.
Enfin, nous de´terminons les profils de densite´ des bords et les excitations. Nous mettons
en e´vidence l’apparition d’une instabilite´ dans ces jonctions quand l’interaction entre les bords
est trop forte. La the´orie de Chern-Simons montre qu’il se produit alors une reconstruction des
bords par les interactions.
Mots-cle´s : Effet Hall fractionnaire, physique me´soscopique, liquide de Luttinger, bosoni-
sation, jonctions quantiques, Chern-Simons.
Study of edge channels junctions in the fractionnal quantum Hall regime.
In this thesis, we deal with interactions between edge states in Fractional quantum Hall
effect. Our work is grounded on recent experimental realizations of structures -quantum line
junctions- in which this effect is enhanced.
We first introduce the quantum Hall effect emphasizing the edge states description.
Then, we calculate the tunnel current trough such a junction by considering the Luttinger
liquid theory. We discuss various regimes of current by varying the junction length, the strength
of the interactions, the filling factor and the temperature.We also calculate the associated noise.
In a third part, we extend this study to a corner junction, where edge channels can be either
counter-propagating or co-propagating. In the counter-propagating case, there is a commensurable-
incommensurable phase transition as a function of the strength of the interactions and of an
additionnal parameter : the incommensurability. In the co-propagating case, we calculate the
tunnel current perturbatively, from a chiral sine-Gordon model.
Eventually, we obtain the density profiles and the elementary excitations of the system. We
evidence an instability in the dispersion relation of these junctions when the inter-edge interac-
tion is strong enough. The mean field Chern-Simons theory predicts an edge reconstruction by
the interactions.
Keywords : Fractionnary Quantum Hall effect, mesoscopic physics, Luttinger liquid, boso-
nization, quantum Hall line junction, Chern-Simons.
